
МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ 

82 ISSN 2707-4501. Кібернетика та комп'ютерні технології. 2022, № 4 

КІБЕРНЕТИКА 

та КОМП'ЮТЕРНІ 

ТЕХНОЛОГІЇ 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

У статті розглядається застосування каме-

рної моделі перенесення забруднень у поверх-

невих водоймищах, яка враховує час транспо-

ртування забруднення по водойму та розбав-

лення забруднення в неповному об’ємі камери 

(UNDBE), у поєднанні з процедурою RALG. 

Представлено загальний опис моделі. Наво-

дяться результати моделювання та параме-

тричної ідентифікації на прикладах розпов-

сюдження тритію в басейні р. Луари та 

стронцію-90 в Київському водосховищі. За-

значено особливості, які мали місце при про-

веденні параметричної ідентифікації. 

Ключові слова: перенесення забруднень, пове-

рхневі водоймища, камерна модель UNDBE, 

параметрична ідентифікація, досвід викорис-

тання RALG. 
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ЗАСТОСУВАННЯ МОДЕЛІ UNDBE  

У ПОЄДНАННІ З МЕТОДОМ RALG  

ПРИ ВИРІШЕННІ ЗАДАЧ РАДІОЕКОЛОГІЇ  

ВОДНИХ ОБ'ЄКТІВ 

Наявність викидів радіоактивних забруднень у водне 

середовище АЕС, що працюють у штатному режимі, а 

також під час різних аварійних ситуацій вимагає засто-

сування засобів прогнозування впливу таких викидів 

на стан поверхневих водойм та оцінки заходів, спрямо-

ваних на зменшення впливу таких викидів.  

Існує ряд розробок, що забезпечують моделювання 

перенесення забруднень у поверхневих водоймах, які 

можуть бути успішно застосовані для прогнозування 

поширення радіоактивних забруднень [1–3]. 

Маючи великі можливості моделювання процесів 

транспортування забруднень, вони або не мають доста-

тньої точності, або складні і вимагають великої кілько-

сті вихідних даних і знання точних значень параметрів 

процесів, що протікають. Це у свою чергу викликає не-

обхідність взяття проб та проведення аналізів, що є 

окремою великою проблемою. Крім того, складні мо-

делі вимагають значного часу реалізації на ЕОМ та не 

забезпечують можливостей параметричної ідентифіка-

ції моделі та її налаштування за даними поточних ви-

мірів до конкретної водойми. 

Для забезпечення точності прогнозування поши-

рення забруднень у поверхневих водах в умовах обме-

женості вимірювальної та обчислювальної бази, без 

підвищення вимог до кількості та якості вихідних да-

них була розроблена камерна модель перенесення за-

бруднень, що враховує час транспортування забруд-

нення по водойму та розбавлення забруднення в непо-

вному об’ємі камери в процесі переносу.  

Розвиток отримав спосіб налаштування моделі за да-

ними вимірювань, чим додатково досягається підви-

щення точності прогнозування. Це стало можливим за-

вдяки малому часу реалізації запропонованої моделі на 

ЕОМ та застосуванню параметричної ідентифікації за 

допомогою програми RALG. 

У запропонованій камерній моделі (UNDBE), на від-

міну від припущення про повне і миттєве перемішу-

вання, застосовуються такі припущення: 
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– передбачається, що кожна порція води, що надходить у камеру разом із забрудненням, на пер-

шому етапі переміщається від втоку до витоку камери, не розбавляючись і не трансформуючись;  

– по закінченню транспортування, досягнувши витоку камери, водні маси повністю момента-

льно і рівномірно перемішуються, але лише в деякій частині об'єму камери, а забруднення трансфо-

рмуються та взаємодіють із звислими намулами та донними відкладеннями.  

Такі припущення призводять до моделі, що  описується системою звичайних диференціальних 

рівнянь із запізнілим аргументом RT  (рис. 1). 

 

 

РИС. 1. Припущення звичайної камерної моделі та камерної моделі із запізнілим аргументом 

Запізнілий аргумент RT , що дорівнює часу транспортування, дозволяє врахувати той факт, що 

концентрацію біля витоку камери визначають водні маси, які знаходилися біля втоку в момент часу 

(   )Rt T .  

З огляду на свою специфіку визначення концентрацій на витоці в момент часу t модель вимагає 

завдання витрат води та концентрацій на втоці в камеру в момент часу  –  Rt T .  

При таких припущеннях рівняння моделі для визначення концентрації звислих намулів – iS , 

концентрації забруднення у розчині – iC , концентрації забруднення на звислих намулах – s
iC   та 
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концентрації забруднення у шарі донних відкладень – b
iC , для об'єму /V n , розташованого біля ви-

току камери, набувають вигляду  
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n

t wi
i i i j i

j m

dV
Q Q R Q Q

dt 
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де   iV    – об’єм камери i;  

iQ   – витрати води з i-ї до наступної камери;  

1iQ   – витрати води з попередньої камери в i-у; 

t
jQ   – витрати води з j притоків у камеру; 

w
iQ  – безповоротне водоспоживання;  

iR   – різниця між величиною опадів та випарів; 

b
iM  – маса донних відкладень, що бере участь в обміні з розчином; 

, b s
i iq q  – потоки седиментації та змучування відповідно (за формулою Бійкера); 

1,2, sK a   – параметри обміну в системі вода-суспензія; 

1,3,dK a   – параметри обміну в системі вода-донні відкладення; 

  ln2 /  *T   – постійна розпаду радіонукліду, де *T  – час напіврозпаду;  

1iS  , 1iC  ,  
-1
s
iC   – концентрації звислих намулів, забруднення в розчині та забруднення на звис-

лих намулах у втоці в камеру, які створюються завдяки притоку з попередньої камери та j бічним 

притокам.  

Передбачається, що притоки знаходяться біля втоку камери і тоді 
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де ,  ,  t t tQ S C  – позначають витрату води, концентрації звислих намулів та забруднення в j притоках. 

Час транспортування RT  – залежить від швидкості течії, а також довжини камери і в загальному 

випадку є змінною величиною.  
У рівняннях (2) – (5) концентрації є середніми не в об’ємі всієї камери, а лише середніми в 1/n 

частини об'єму, що знаходиться біля витоку. Таким чином, модель UNDBE визначає концентрації в 
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що має істотний вплив.  
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До таких забруднень належать стронцій-90 і тритій.  
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Отже, в цьому випадку при використанні запропонованої моделі знадобиться визначення чоти-

рьох параметрів – dK , sb , dsb , n. 

У моделі використовуються диференціальні рівняння із запізнілим аргументом – це рівняння, 

що мають вигляд 

      '   ,  ,   –  y x f x y x y x  .                                                (13) 

Тут похідна рішення залежить не тільки від стану на даний момент, але також від історії в  

минулому.  

На даний час розроблені та успішно застосовуються ефективні методи чисельного рішення  

таких диференціальних рівнянь [4, 5]. 

У рамках міжнародного проекту EMRAS (Environmental Modelling for Radiation Safety – моде-

лювання навколишнього середовища з метою забезпечення радіаційної безпеки, Міжнародне агент-

ство з атомної енергії) здійснювалося моделювання перенесення радіоактивного ізотопу водню – 

тритію в руслі р. Луари (Франція) [6]. 

У басейні р. Луари знаходиться п'ять атомних електростанцій (рис. 2), що включають 14 атомних 

реакторів, у результаті функціонування яких відбуваються викиди радіоактивного тритію у воду.  

Дані вимірювань були надані DIREN Centre (Direction Régionale de l'Environnement Centre – Уп-

равління регіонального центру навколишнього середовища Франції) та EDF (Electricité de France – 

Електроенергетична компанія Франції). 

Витрати води в семи притоках, що відповідають реальним витратам води для 1999 р., і дані про 

реальні викиди тритію атомними електростанціями були задані з часовою дискретністю. 

Потрібно було визначити динаміку концентрацій тритію в 11 пунктах вздовж русла р. Луари 

(Beaulieu, Gien, Ouzouer, Orleans, Beaugency, Nouan, Tours, La Chapelle, Bertignolles, Angers, 

MontJean) (рис. 2) з годинною дискретністю, протягом півроку з 1 липня до 31 грудня 1999 р.  

Ділянка річки довжиною 350 км описувалася шляхом завдання геометрії 486 поперечних пере-

тинів. 

Для застосування камерної моделі неповного перемішування 350-кілометрова ділянка р. Луари 

була розбита на 33 послідовні камери. 

Границі камер розміщувалися в таких пунктах:  
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–  початок і кінець відрізка річки, що моделюється;  

–  місця, де необхідно було визначити значення концентрацій;  

–  місця розташування водопідпірних дамб;  

–  місця впадання притоків;  

–  пункти розташування ядерних станцій (місця надходження забруднення). 

 

 

РИС. 2. Річкова система р. Луари 

Як гідрологічна модель р. Луари для визначення поточних об’ємів камер використовувалася од-

новимірна стаціонарна модель [7]. 
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Розрахунок гідрології р. Луари (33 камери 350-кілометрової ділянки, для кожної години шести-

місячного інтервалу моделювання) потребує 50 хвилин часу ЕОМ з процесором Intel Core i5-9600K. 

Розв'язання задачі перенесення тритію за допомогою запропонованої моделі UNDBE здійснюється 

за 13 секунд. Оскільки гідрологічний режим річки не залежить від транспортування тритію, то роз-

рахунок водного режиму був виконаний одноразово для всього діапазону можливих витрат води, а 

результати використовувалися як масив вихідних даних для багаторазових прорахунків при вирі-

шенні задачі ідентифікації параметрів перенесення тритію, це значно прискорило визначення опти-

мальних значень параметрів. 

Програма RALG [8, 9] використовувалася для знаходження таких значень наведеного набору 

параметрів, при яких забезпечується мінімальне неузгодження результатів моделювання та вимірю-

вань.  

Для оцінки неузгодженості використовувалася цільова функція – сума квадратичних відхилень 

наявних вимірювань та відповідних результатів моделювання.  

Червоні точки показують результати вимірювань концентрацій тритію у межах похибок 30 %.  

Синя лінія на рис. 3 показує результат, отриманий при ручному доборі параметрів dK , sb , dsb , 

n – 150, 10, 20, 11 відповідно. За таких умов цільова функція набуває значення – 0.23. 

Зелена лінія на рис. 3 відображає результат ідентифікації при використанні RALG. Значення па-

раметрів dK , sb , dsb  –  25, 21.3, 11.6 відповідно. Параметр n було залишено незмінним. В цьому 

випадку цільова функція дорівнює – 0.021. 

Після Чорнобильської катастрофи виникла проблема прогнозування транспортування радіонук-

лідів каскадом дніпровських водосховищ. Один з основних забруднювачів – стронцій-90, який при 

високих паводках змивається із забрудненої заплави р. Прип'ять і надходить у північну частину Ки-

ївського водосховища. Для вирішення задачі перенесення стронцію-90 по водосховищам викорис-

товувалася камерна модель UNDBE, зокрема, і для Київського водосховища.  

Оскільки всі суттєві притоки (включаючи р. Прип'ять) знаходяться в північній частині (на втоці) 

Київського водосховища, а місцем, де необхідно було визначити значення концентрацій, був пункт 

водозабору – м. Вишгород (виток Київського водосховища),  водосховище моделювалося однією 

камерою. 

Поточні об’єми водосховища визначалися за кривими залежностей об’ємів від рівнів (h) води у 

водосховищах 2
2 1 0V n h n h n   , де 0 1 2,  ,  n n n  – константи [10]. Поточні дані про концентрації стро-

нцію-90 у розчині по притоках та дані про концентрації стронцію-90 на витоку водосховища були 

взяті з бази даних УкрНДГМІ.  

Детальну інформацію про щодобові витрати води у притоках водосховища, а також дані стосо-

вно щодобових рівнів водосховища було отримано у Гідрометеорологічній службі України.  

Враховуючи наявність щодобових вимірювань, розрахунок вівся з добовою дискретністю. 

Весь розрахунок гідрології Київського водосховища та перенесення стронція-90 із добовою дис-

кретністю для шестимісячного інтервалу моделювання потребує менше 0.03 секунди часу ЕОМ із 

процесором Intel Core i5-9600K. 

Синя лінія на рис. 4 показує результат, отриманий при ручному доборі параметрів dK , sb , dsb , 

n – 360, 27, 27, 8 відповідно. Цільова функція дорівнює 0.000675. 

Червоні точки показують результати вимірювань концентрацій стронцію-90 в межах похибок 

30 %.  
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РИС. 3. Зіставлення розрахунків та вимірювань концентрацій тритію у створі ANGERS 
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Зелена лінія на рис. 4 відображає результат ідентифікації при використанні RALG. Отримані 

значення параметрів dK , sb , dsb , n – 139.4, 2.55, 0.488, 8 відповідно. Цільова функція після іден-

тифікації дорівнює 0.000539. 

 

 

РИС. 4. Зіставлення розрахунків та вимірювань концентрацій стронцію-90 в районі м. Вишгорода 

Варто зазначити, що:  

– при обчисленні цільової функції слід виключити вимірювання, що становлять явні промахи. 

Інакше результат буде сильно спотворений. Так, не були використані в процесі ідентифікації вимі-

рювання за 06.09.1999, 24.11.1999 та 19.12.1999 у пункті ANGERS на р. Луарі; 

– через наявність декількох параметрів, що по-різному впливають на процес, і того, що вимірю-

вання мають суттєві похибки, цільова функція має багато екстремальний характер. Тому починати 

ідентифікацію слід після того, як приблизно визначено значення параметрів. Може також знадоби-

тися кілька різних прорахунків RALG з різними початковими значеннями параметрів;  

– виходячи з практики, початковий крок процедури RALG краще задавати приблизно 0.1 зна-

чення мінімального параметра.  

Застосування моделі UNDBE у поєднанні з процедурою RALG при вирішенні задач радіоеколо-

гії водних об'єктів забезпечує: 

– швидкий розрахунок за збереження точності моделювання без значного ускладнення моделі;  

– збереження мінімальних вимог до кількості вихідних даних, що у поєднанні зі швидкодією, 

дає можливість застосування як системи аварійного реагування;  

– підвищення точності моделювання за рахунок параметричної ідентифікації; 

– можливість швидкого та точного налаштування для конкретного водного об'єкта.  

Існує можливість застосування викладеного підходу для моделювання перенесення інших типів 

забруднень у поверхневих водоймах. 
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Застосування моделі UNDBE у поєднанні з методом RALG при вирішенні задач 

радіоекології водних об'єктів 
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Вступ. Наявність викидів радіоактивних забруднень у водне середовище АЕС, що працюють у шта-

тному режимі, а також під час різних аварійних ситуацій вимагає застосування засобів прогнозування 

впливу таких викидів на стан поверхневих водойм. Наявні розробки або не мають достатньої точності, 

або складні й вимагають великої кількості вихідних даних і знання точних значень параметрів процесів, 

що відбуваються. 

Для забезпечення точності прогнозування поширення забруднень у поверхневих водах в умовах об-

меженості вимірювальної та обчислювальної бази було розроблено камерну модель (UNDBE) перене-

сення забруднень, що враховує час транспортування забруднення водоймою та розведення забруднення 

в неповному обсязі камери. Розвиток отримав спосіб налаштування моделі за даними вимірювань, чим 

додатково досягається підвищення точності прогнозування. Це стало можливим завдяки малому часу ре-

алізації запропонованої моделі на ЕОМ і застосуванню параметричної ідентифікації за допомогою про-

грами RALG. 

Мета роботи. Представлення загального опису розробленої моделі. Демонстрація можливостей мо-

делювання та параметричної ідентифікації за допомогою запропонованої моделі в поєднанні з програм-

ним засобом пошуку екстремуму не диференційованої функції. 

http://www-ns.iaea.org/downloads/rw/projects/emras/final-reports/aquatic-tecdoc-final.pdf
http://www-ns.iaea.org/downloads/rw/projects/emras/final-reports/aquatic-tecdoc-final.pdf
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Результати. Крім загального опису розробленої моделі наведено модифікацію для моделювання 

поширення тритію та стронцію-90. Показано результати моделювання та параметричної ідентифікації на 

прикладах розповсюдження тритію в басейні р. Луари та стронцію-90 у Київському водосховищі. 

Висновки. Застосування моделі UNDBE у поєднанні з процедурою RALG забезпечує швидкий ро-

зрахунок при збереженні точності моделювання, можливість швидкого і точного налаштування для кон-

кретного водного об'єкту, що робить можливим застосування в якості системи аварійного реагування. 

Існує можливість застосування викладеного підходу для моделювання перенесення інших типів забруд-

нень у поверхневих водоймах. 

Ключові слова: перенесення забруднень, поверхневі водойми, камерна модель UNDBE, парамет-

рична ідентифікація, досвід використання RALG. 
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Introduction. The presence of radioactive pollution releases into the aquatic environment of NPPs operat-

ing in the normal mode, as well as during various emergency situations, requires the use of means for predicting 

the impact of such releases on the condition of surface water bodies. The existing developments either do not 

have a sufficient accuracy or are complicated and require a large amount of initial data and knowledge of the 

exact values of the parameters of the running processes. 

To ensure accuracy of forecasting pollutants spreading in surface water under conditions of limited meas-

uring and computing facilities a box model (UNDBE) of pollution transfer was developed taking into account 

the time of pollution transportation through the water body and dilution of pollution in the incomplete box vol-

ume. The method of model adjustment according to measurement data has been developed, which additionally 

improves forecasting accuracy. This was made possible due to the short implementation time of the proposed 

model on a computer and the use of parametric identification using the RALG program. 

Purpose of work. Presentation of the general description of the developed model. Demonstration of mod-

eling possibilities and parametrical identification by means of the offered model in combination with program 

means of search of extremum of not differentiable function. 

Results. In addition to a general description of the developed model, a modification for modeling tritium 

and strontium-90 propagation is given. The results of modeling and parametric identification are shown on ex-

amples of tritium distribution in the Loire river basin and strontium-90 in the Kiev reservoir. 

Conclusions. Application of UNDBE model in combination with RALG procedure provides fast calcula-

tion at preservation of modeling accuracy, possibility of fast and exact adjustment for the concrete water object 

that makes possible its application as an emergency response system. There is a possibility to apply the outlined 

approach for modeling the transport of other types of pollutants in surface water bodies. 

Keywords: pollution transport, surface water bodies, UNDBE box model, parametric identification, RALG 

experience. 
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