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В роботі розглядається задача оптимізації 

пакування тривимірних об’єктів, що мають 

складну конфігурацію. Мета дослідження – 

максимізація заповнення контейнера макси-

мальною кількістю об’єктів за умови пропо-

рційності. Побудовано математичну модель 

у вигляді задачі MINLP та запропоновано    

стратегію розв’язання задачі залежно від 

особливостей форми об’єктів. Наведено чис-

ловий приклад розробки плану 3D-друку про-

мислових деталей, що враховує нерегулярну 

форму об’єктів та їх комплектність. 

Ключові слова: пакування, нерегулярні 

об’єкти, умова пропорційності, математич-

не моделювання, оптимізація, 3D-друк. 
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ОПТИМІЗАЦІЯ ПАКУВАННЯ НЕРЕГУЛЯРНИХ 

ТРИВИМІРНИХ ОБ’ЄКТІВ 

Вступ. Разом з великими зрушеннями у напрямку ав-

томатизації, роботизації та розвитку промислових 

процесів, задача оптимального розміщення нерегуля-

рних об’єктів стає невід'ємною складовою частиною 

стратегічного розвитку в сферах виробництва, логіс-

тики, транспортування та науки [1–4]. 

У реальних умовах виробництва, де простір та ре-

сурси є обмеженими, ефективне управління просто-

ром та розміщення об'єктів стає вирішальним для до-

сягнення максимальної продуктивності та ефективно-

сті виробничих процесів. Наприклад, у галузі промис-

лового виробництва та конструкторської діяльності, 

вирішення проблеми оптимізації розміщення склад-

них деталей у межах пристроїв та механізмів може 

суттєво вплинути на їх функціональність та продук-

тивність. У сфері логістики та транспортування, пра-

вильне розміщення вантажів у контейнерах чи транс-

портних засобах може забезпечити мінімізацію витрат 

та максимізацію використання корисного об’єму. 

Проте, вирішення проблеми оптимального розміщен-

ня нерегулярних об’єктів є складним завданням через 

їх складну геометрію та технологічні умови. Це вима-

гає розробки нових моделей методів та алгоритмів, 

які враховують геометричні обмеження. Розробка 

ефективних підходів для розв'язання цих складних 

геометричних задач – це важливий етап для забезпе-

чення ефективності та конкурентоспроможності в су-

часному технологічному середовищі у таких галузях, 

як аерокосмічна промисловість, автомобільне вироб-

ництво, комп'ютерне моделювання та біомедична ін-

женерія. 

Для ефективного розв’язання проблеми важливо не 

тільки розуміти проблему, але й проаналізувати, які 

методи виявилися ефективними для розв’язання поді-

бних проблем.  

Однією з важливих та складних проблем пакування 

нерегулярних 3D-об’єктів є формалізація обмежень 

взаємного неперетину об’єктів, що обумовлено їх 

складною геометричною конфігурацією. На даний час 

запропоновано декілька підходів до вирішення цієї 

https://doi.org/10.34229/2707-451X.23.4.4


Т.Є. РОМАНОВА, А.М. ЧУГАЙ, О.В. ПАНКРАТОВ, Г.М. ЯСЬКОВ, Ю.Є. СТОЯН 

26 ISSN 2707-4501. Кібернетика та комп'ютерні технології. 2023, № 4 

проблеми [2–5], але все ще важко розвинути ці підходи на розміщення великої кількості об’єктів. 

У статті [6] подано огляд методів, що стосуються задач пакування геометричних об’єктів. Обгово-

рюються різні математичні підходи, з наголосом на задачах, пов’язаних з об’єктами нерегулярної 

форми. На даний час можна виділити три основні методології до вирішення задачі пакування нере-

гулярних 3D-об’єктів. 

Воксельні методи. В роботах [2, 7] автори запропонували методи воксельної декомпозиції для 

3D-друку. Автори статті [2] запропонували технологію вокселів NFV як тривимірну аналогію NFP 

(NoFit Polygon).  NFV обчислюються в просторовій області шляхом ковзання одного об’єкта по 

всіх розміщених вокселів і перевірки будь-яких вокселів, що перекриваються. Автори використо-

вували обмежувальні рамки, щоб прискорити виявлення позицій, що не перекриваються.  

Точні математичні моделі. В роботі [6] наведено огляд математичних моделей для задач па-

кування. Оптимізацію пакування нерегулярних 3D-об’єктів можна моделювати як задачу неліній-

ної оптимізації [5, 8]. Неперетин об’єктів може бути описано в аналітичному вигляді за допомогою 

phi-функцій [8].  

Змішані підходи. Автори дослідження [4] запропонували змішаний евристичний алгоритм для 

пакування нерегулярних 3D-об’єктів, який поєднує неперервну та комбінаторну оптимізацію.  

В даному дослідженні ми зосереджуємось на задачі пакування максимальної кількісті з ураху-

ванням заданого нерегулярних 3D-об’єктів за умови пропорційності, що мотивована застосуван-

ням у 3D-друку. 

Постановка задачі. Нехай задано множину тривимірних довільних нерегулярних об’єктів iO , 

{1,2,..., }Ni I N  , що включає об’єкт 
t
iO  заданого числа типів {1,2,..., }Tt I T  , 

1

T

t

t

N N


 . 

Тобто для комплекту об’єктів iO , Ni I , задана частка /t tN N    кожного типу, 
1

1
T

t

t

  . Кожен 

об’єкт 
t
iO  з певною точністю може бути аппроксимований неопуклим багатограником 

t
iP , Ni I ,  

що може бути представлений об’єднанням опуклих багатогрнників 
1

im
t t

i ij

j

P P


  (рис. 1). 

 

РИС. 1. Представлення неопуклого багатогранника

 

Розміщення багатогранного об’єкта 
t

iP , Ni I , в 3R  визначається вектором трасляції 

( , , )i i i iv x y z  і кутами повороту 
1 2 3( , , )i i i i     . Таким чином, вектор руху  ( , )i i iu u   визначає 
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розміщення багатогранного об’єкта t
iP , Ni I , у просторі 3R . Надалі багатогранний об’єкт t

iP  , 

трасльований на вектор iv  і повернутий  на кути i  позначимо як  ( )t
i iP u , Ni I .  

Також задано контейнер у вигляді кубоїду 
3{ : 0 ,0 ,0 }X R x a y b z c         . 

Вектор змінних задачі 6
1 2( , ,..., ) N

Nu u u u R    визначає відповідне розміщення багатогранних 

об’єктів t
iP , {1,2,..., }Ni I N  , 

1

T

t

t

N N


 , t tN N . 

Задача пакування. Знайти максимальне число n N  багатогранних об’єктів ( )t
i iP u , ni I , які 

можуть бути упаковані у заданному контейнері   за умов неперетину та пропорційністі 

(комплектності).  

Математична модель задачі має такий вигляд: 

1

max 
N

i
u

i

   за умови u ,                                                         (1) 

де множина допустимих розв’язків   описується системою нерівностей 

( ) 0i i if u  , 1,...,i N ,                                                            (2) 

( , ) 0,i j ij i jg u u   1 i j N   ,                                                     (3) 

=1t

N
t

i i

i I i

p


    , =1,...,t T ,                                                        (4) 

( , 1, ..., )i i n    , 1,...,i N ,                                                      (5) 

{0,1}i  , 1,...,i N ,                                                             (6) 

1 1{1, ..., }I N , 2 1 1 2{ 1,..., }I N N N   , …, { 1, ..., },T TI N N N                 (7)  

1 2 ...N TI I I I ,  
1

T

t

t

N N


 .      

У моделі (1)–(4) нерівність (2) відповідає за умову включення, нерівність (3) описує умову не-

перетину, а система нерівностей (4) забезпечує умову пропорційності. Функції ( )i if u  визначають-

ся у вигляді phi-функцій [9] та ( , )ij i jg u u  у вигляді квазі- phi-функцій [10] залежно від форм 

об’єктів.   

Основні властивості задачі (1)–(7) – такі: 

- модель це змішана цілочисельна нелінійна задача математичного програмування (MINLP – 

Mixed-Integer NonLinear Programming);   

- цільова функція (1) – лінійна; 

- кількість змінних становить 3N  ( N  булевих та 6 ( 1) / 2N N N   неперервних змінних); 

- область допустимих розв’язків включає N + ( 1)N N   нелінійних нерівностей у обмеженнях 

(2), (3) та t  лінійних нерівностей в обмеженнях (4).  

Оскільки задача (1)–(7) є задачею негладкої оптимізації великої розмірності, запропоновано 

евристичний підхід, який дає змогу знайти прийнятні розв’язки.  
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Стратегія розв’язання  

Для розв’язання задачі (1)–(7) пропонується стратегія, що складається з таких етапів: 

‐ оцінка величини n , що забезпечує гарантоване розміщення комплекту багатогранних 

об’єктів ( )t
i iP u , ni I , у   (виконується за сумою об’ємів опуклих оболонок ( )t

i iP u , ni I , одного 

комплекту об’єктів); 

‐ збільшення значення n  на величину, що відповідає одному комплекту деталей; 

‐ генерація множин випадкових послідовностей багатогранних об’єктів  ( )t
i iP u , ni I , у кон-

тейнері  , з використанням підходу, запропонованого у [11]; 

‐ побудова множини допустимих стартових точок, що відповідають згенерованим послідов-

ностям; 

‐ пошук локально оптимальних розв'язків задачі для отриманої множини допустимих старто-

вих точок з використанням алгоритму декомпозиції, що запропоновано в роботі [5]; 

‐ перевірка умови пропорційності;  

‐ перехід до етапу 2, якщо умову пропорційності виконано, інакше зупиняємо алгоритм.  

Побудова допустимих розміщень. Для побудови стартових точок з області допустимих 

розв’язків   використовується модифікація жадібного алгоритму [12], що використовує представ-

лення області та об’єктів набором елементарних кубоїдів та враховує умову на пропорційність 

(комплектність об’єктів).  

Попередньою кожен тип багатогранних об’єктів  
tP , Tt I , апроксимуються (покриваються) 

із заданою точністю елементарними багатогранниками 
tP , Tt I , що є об'єднанням елементарних 

кубоїдів, грані яких паралельні площинам власних систем координат апроксимованих об'єктів, а 

розміри уздовж координатних осей кратні кроку апроксимації xh , yh , zh , відповідно (рис. 2). Еле-

ментарний кубоїд 3ij Rh  може бути визначений кортежем цілих чисел ( , , , )ij ij i j  , 

3{( , , ) : , ( 1) , ( 1) }ij ij ij
x x y y z zx y z R h x h ih y i h h z j h           h . 

 

РИС. 2. Елементарний кубоїд 
ij

h  

 

Для того, щоб побудувати багатогранний об’єкт 
tP  для   

tP , Tt I ,  визначаються мінімальні 

елементарні кубоїди  
ij t ij
k P Г h , де 

3{( , , ) : ( 1) , ( 1) }ij
y y z zГ x y z R ih y i h jh z j h        . 

Тоді, 
max max

max max

0 0

{( , ), 0,1,..., , 0,1,..., }

i j
ij ij ijt
k k k

i j

P i i j j
 

     h  – мінімальне покриття об’єкта 
tP  

елементарними кубоїдами (рис. 3), 
t tP P , Tt I . 
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РИС. 3. Представлення об’єктів набором елементарних кубоїдів 

Подібні покриття виконуються для встановленої множини qI   дискретних поворотів багатог-

ранного об’єкта 
tP , ,Tt I  вздовж кожної координатної осі. Множина qI  будується в залежності 

від форми  
tP , Tt I .  

Таким чином,  для кожного типу  багатогранного об’єкта 
t tP P , Tt I  отримаємо множину  

багатогранних об’єктів  
tlP , ,Tt I  ql I .  

Для побудови стартових точок u  усі багатогранні об’єкти 
tP , Tt I , мають розміщуватися 

послідовно один за одним відповідно до деякої їх послідовності 1 2, ,...,t t t
nP P P .  

Для того щоб розмістити об’єкт 1
tP  у контейнері  , використовуються багатогранники 

1
tlP , ql I  , та область   для отримання найнижчого лівого переднього розміщення для 1

tlP , ql I , 

в  . Цьому розміщенню відповідають параметри розміщення 
0 0 0 0
1 1 1 1( , , )u x y z . Для розміщення 

багатогранного об’єкта 2
tP  у контейнері   з урахуванням умови неперетину з вже розміщеним 

багатогранником 1
tP  будується множина 1\ int tlP , в якій виконується пошук найнижчого лівого 

переднього розміщення багатогранного об’єкта 2
tlP , ql I . У відповідності до описаного алгоритму 

розміщуються послідовно усі багатогранники 
*
iP , 3,4,...,i n . 

Числовий приклад. Для оцінки ефективності запропонованого підходу розроблено програмне 

забезпечення, яке реалізує запропонований у роботі підхід.  

Розв’язано прикладну задачу оптимізації технології 3D-друку [13]. Задача полягала в розробці 

карти друку комплекту промислових деталей з максимальним заповненням робочої камери 3D-

принтера.  

Постановка задачі. Оптимізувати витрати на виготовлення комплекту із двох типів деталей 

(рис. 4), забезпечивши щільне заповнення камери 3D-принтера максимальною кількістю деталей у 

заданих частках: 
1 0.5   та 

2 0.5  .  

 
    а                              б 

РИС. 4. Промислові вироби, які необхідно надрукувати: а – деталь типу 
1O ; б – деталь типу 

2O  
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Для розв’язання задачі деталь першого типу 1O  аппроксимовано неопуклим багатогранником 
3

1 1

1

j

j

P P


  (рис. 5).                                                               

 

РИС. 5.  Аппроксимація деталі першого типу набором опуклих багатограників 

Деталь другого типу 2O  аппроксимовано неопуклим багатогранником 
2

2 2

1

j

j

P P


  (рис. 6). 

 

РИС. 6. Промислові деталі, що необхідно виробити 

При побудові множин 
tlP , Tt I , ql I  використовувалась множина поворотів 

((90,180,270,360) ,(90,180,270,360) ,(90,180,270,360) )q OX OY OZI  , де 90,180,270,360  дискретні 

кути повороту уздовж відповідних осей OX , OY , OZ .   

Оскільки при пошуку допустимих початкових точок використовувались ортогональні поворо-

ти, то отримані початкові розміщення приймались як наближення до локально-оптимального 

розв’язку задачі. Застосування методів нелінійної оптимізації для даного прикладу є не доцільним.  

Для того щоб знайти гарне наближення розв’язку задачі було застосовано стратегію багатора-

зового запуску процедури побудови допустимих розміщень.  Для отримання розв’язку задачі було 

згенеровано 10 стартових точок. Результат розміщення деталей у камері 3D-принтера показано на 

рис. 7.  

                                         

РИС. 7. Результат розміщення комплекту деталей типу 
1P  та  

2P   
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В отриманому розв’язку отримано такі значення комплекту деталей. Контейнер має розміри 

50 50 60a b c     , 2T  , 0.5t  , 1,2t  . Дані про об'єкти можна знайти за посиланням 

data.docx. Розміщено 400n  ,  1 200n  , 2 200n  .  Час розв’язання задачі склав 701 сек. Застосо-

вано комп’ютер AMD Ryzen 5 3500U with Radeon Vega, Mobile Gfx 2.10 GHz, 8,00 ГБ, Windows 10. 

Висновки. У дослідженні показано, що оптимізація пакування нерегулярних об'єктів – це ва-

жлива задача, яка вимагає комплексного підходу для досягнення оптимальних результатів. Побу-

дована нова математична модель дозволяє враховувати як геометричні особливості об'єктів, так і їх 

комплектність, що є ключовим фактором під час розв'язання задачі пакування тривимірних нере-

гулярних об’єктів. Результати підтверджують ефективність запропонованої стратегії пакування, 

яка базується на комплексному підході та ураховує геометричні особливості нерегулярних об'єктів. 

Розроблена стратегія  може бути корисною у багатьох сферах промисловості, як додатковий 

інструмент для вирішення проблем, пов'язаних з пакуванням нерегулярних об'єктів. Додаткові до-

слідження можуть бути спрямовані на вдосконалення методу, враховуючи більш широкий спектр 

варіантів пакування, а також на його практичну реалізацію у різних сферах наукових досліджень, 

промисловості та логістики. 

Подяка. Робота підтримано Національним науково-дослідним фондом України (#02.2020/167) 

та  British Academy (grant #100072) та Volkswagen Foundation (grant #97775). 
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Вступ. Задача оптимального розміщення нерегулярних об’єктів у сучасному світі набуває все бі-

льшої актуальності та важливості, оскільки ефективне управління простором та оптимальне розміщення 

об'єктів стають ключовими факторами для забезпечення ефективності та економії ресурсів у широкому 

спектрі діяльності. Разом з великими зрушеннями у напрямку автоматизації, роботизації та розвитку 

промислових процесів, задача оптимального розміщення нерегулярних об’єктів стає невід'ємною скла-

довою частиною стратегічного розвитку в сферах виробництва та науки.  

Мета роботи присвячена розробці математичної моделі та ефективного підходу для щільного за-

повнення контейнера максимальною кількістю комплектів нерегулярних тривимірних об’єктів. 

Результати. Для досягнення поставленої мети у роботі розроблено математичну модель за допо-

могою методу phi-функцій та запропоновано стратегію розв’язання, яка враховує геометричну форму 

нерегулярних об’єктів та їх комплектність.  

Для швидкого отримання допустимих рішень нерегулярні об’єкти з певною точністю апроксиму-

ються неопуклими багатогранниками,  що можуть бути представлені об’єднанням опуклих багатогран-

ників. Це надало можливість використовувати сучасні методи оптимізації для пошуку локальних екст-

ремумів. Запропонована модифікація методу генерації допустимих розміщень дозволяє отримати 
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розв’язки наближені до локально-оптимальних. Наведено числовий приклад  розробці карти друку ком-

плекту промислових деталей з максимальним заповненням робочої камери 3D-принтера.  

Висновки. Результати підтверджують ефективність запропонованої стратегії пакування, яка базу-

ється на комплексному підході, враховує геометричні особливості нерегулярних об'єктів та їх комплек-

тність. 

Ключові слова: пакування, нерегулярні об’єкти, умови пропорційності, математичне моделюван-

ня, оптимізація, 3D-друк. 
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Introduction. Nowadays the irregular packing problem is becoming more important, since effective space 

management and optimal arrangement of objects are becoming key factors for ensuring efficiency and saving 

resources in a wide range of applications, e.g., additive manufacturing, space engineering, material sciences 

and logistics. It becomes an integral part of strategic development in the fields of production and science. 

The purpose of the paper. The paper is devoted to construction of a mathematical model and develop-

ment of an efficient technique for densely filling a container with the maximum number of sets of irregular 

three-dimensional objects. 

Results. Irregular objects are approximated with a certain accuracy by non-convex polyhedra, which can 

be represented by the union of convex polytopes. Non-overlapping and containment constraints are described 

using quasi-phi-functions and phi-functions. A mathematical model of the packing problem is provided as a 

mixed-integer nonlinear programming considering given proportions of different types of objects. A solution 

strategy is proposed to search for local-optimal solutions. To find reasonable feasible packing, a fast algorithm 

based on a strip approximation of objects is used. A numerical example of the development of a print map of a 

set of industrial parts with maximum filling of the working chamber of a 3D-printer is given. 

Conclusions. The results confirm the efficiency of the proposed packing strategy, which is based on an 

integrated approach that takes into account the geometric features of irregular objects and their completeness. 

Keywords: packing, irregular objects, set of parts, mathematical modeling, optimization, 3D-printing. 
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