
МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ 

ISSN 2707-4501. Cybernetics and Computer Technologies. 2024, No.1 47 

КІБЕРНЕТИКА 

та КОМП'ЮТЕРНІ 

ТЕХНОЛОГІЇ 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Розглянуто задачу дослідження структури 

графів заданої зв’язності, які є обструкціями 

для заданої поверхні неорієнтованого роду та 

побудови їхніх моделей, з яких шляхом вида-

лення чи стискання деякої множини ребер, 

утворюються графи-обструкції. Основний 

результат: твердження 1, 2, 3 та алгоритм 

побудови моделей 3-зв’язних графів-обструк-

цій поверхні Клейна. 

 Ключові слова: -пеpетвоpення гpафiв, не-

орієнтована поверхня, моделі графів-обстру-
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МОДЕЛІ ГРАФІВ-ОБСТРУКЦІЙ  

ПОВЕРХНІ КЛЕЙНА 

Вступ. Основні визначення та позначення узяті з [1–3]. 

Розглянуто задачу дослідження структури графів-об-

струкцій для поверхні Клейна та побудовані їхні граф-

моделі як основа з якої утворюються графи-обструкцій 

заданої поверхні неорієнтованого роду. Задача дослі-

дження структури графів неорієнтованого роду розгля-

далася в [4–6]. В роботі [7] методом релятивних ком-

понент була стиснута множина мінорів для проектив-

ної площини до 12-ти базисних мінорів та побудовано 

множину з 62-х мінорів поверхні Клейна. Для цього ро-

зглядали всі неізоморфні мінімальні вкладення кож-

ного з базисних мінорів та знаходили множину всіх рі-

зних пар вершин, яка є досяжною на проективній пло-

щині при операціях видалення чи стискання у точку до-

вільного ребра цього графу, потім до обраної пари то-

чок приєднували пару несуміжних вершин графу 

5 \K e . В роботі [8] обчислена кількість 2-зв’язних гра-

фів-обструкцій для поверхні Клейна, частина діаграм 

цих графів наведена в [9]. Наш підхід, як продовження 

[10], полягатиме у знаходженні реберного покриття 

графу-обструкції G , заданого неорієнтованого роду, 

мінімальним числом підграфів з числа квазізірок з 

центрами – графами з суттєвими ребрами відносно чи-

сла досяжності чи відносно неорієнтованого роду при 

операціях стискання в точку, або при видаленні ребра 

відносно заданої множини точок з числом досяжності 

2 відносно евклідової площини та досяжними на прое-

ктивні площині. Для поверхні Клейна, наприклад, це 

підмножини множини точок графів 4К , 2,3К , 5 \К е , 

rК , 2r  , чи граф-обструкції проективної площини. 

Також знайдено необхідні умови для побудови графів-

обструкцій для поверхні Клейна шляхом ототожнення 

пар точок центрів та висячих вершин трьох квазізірок, 

що дає основу алгоритма побудови більшого числа гра-

фів-обструкцій для поверхні Клейна. Гіпотетично 

граф-обструкція заданого неорієнтованого роду 

, 2n n  , має вигляд циліндричної поверхні з n  дис-

ками-основами та бічною частиною, які можуть мати 

спільні множини точок на границях, та на яких вкла-

дені, принаймні частиною, графи-центри квазізірок,  
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що мають задану множину точок досяжності 2 на евклідовій площині, а на бічній поверхні розміща-

ються висячі ребра, що перетинаються на площині та вкладаються без перетину за допомогою при-

клеєних до бічної поверхні лент Мебіуса. При цьому ребра матимуть, щонайменше, два варіанти 

вкладення у бічну частину циліндричної поверхні, але не більше кількості приклеєних лент Мебіуса, 

через це кожне висяче ребро вкладатиметься на ленті Мебіуса, або тільки з одним ребром, або з 

двома суміжними ребрами. Зазначимо, що для наведеного далі визначення 3 є аналогічне в [11]. 

Частина 1 

Нехай задано мінімальне вкладення f  графу G  до неорієнтованої поверхні N , яке реалізує 

число досяжності t , ( , )Gt M N t . Це найменша по включенню підмножина 1{ }t
i is   множини

( , )GS N f , ( , ) \ ( )GS N f N f G , складена з кліток, на границях яких розташовано точки з множини 

М . Кожен граф G  неорієнтованого роду k , 1k  , може бути поданим наступним перетворенням: 

*
0 1( ( ), ( )) ( ,{ } )

m
m

n i i i i

i s

H St g a g G a 




    , як φ-образ графу H  та зірки 0( )nSt g , приєднаної висячими 

вершинами ig  до точок ia , де задана множина  точок графу H , 1{ }m
i iМ a  , де 

  0
1 2M s s H    , яка розміщується на границях кліток 1 2, ,... ts s s  множини '\ '( )N f H , де 2,t 

2,m  1,2,...,i m , мінімальним вкладенням 'f , ' : 'f H N . 

Аналогічно характеристикам вкладення графу G  до орієнтованої поверхні на підмножині 

{ , , }i j ks s s  множини ( , )GS N f , визначимо характеристику  , 1  , множини M коли виконується 

умова i j ks s s    , тобто є хоча б одна спільна точка на їхніх границях, яка є центром кліт-

кової зірки, утвореної із трьох кліток { , , }i j ks s s , або визначено характеристику  , 1  , якщо 

довільні пари цих кліток мають на границях, мінімально, одну спільну точку, тобто утворюють клі-

тковий цикл довжини 3, утворених із трьох кліток { , , }i j ks s s .  

Позначення 1. Позначатимемо ( , )i js s  та називатимемо кутом між клітками чи псевдоклітками 

,i js s  множини ( , )GS N f  найменшу по включенню зірку графу G  з центром в a , 

0 ( )i ja G s s    , із множиною ребер-променів, розташованих з одного боку відносно точки пе-

ретину границь кліток ,i js s . Саме ці ребра чи їхні частини вкладатимемо до ленти Мебіуса, прикле-

єної до площини, для утворення псевдоклітки, на границі якої розміщуються об’єднання границь 

,i js s .  

Позначення 2. Нехай задане мінімальне вкладення f  графу H  до неорієнтованої поверхні N . 

Позначатимемо 1 2( ( , ))s s   – операцію перетворення ребер 1 2,e e , 1 1( )f e s , 2 2( )f e s , зі спіль-

ною вершиною a  кліток 1 12 2, ,s s s , де 1 2 12( ) ( )f e f e s  . Вкладення f  графу H  в N  розміщує 

на границях кліток 1 2,s s  множину ( )f М , 1( ) ({ } )m
i if М f a  . Приклеїмо до клітки 12s  ленту Мебіуса 

таким чином. Розщепимо довільну внутрішню точку ( )if x  ребра ie , ( , )i i ie a b  на точки ', "i ix x , де 

1,2i  . Виріжемо у середині 12s  елементарний диск з центром в ix  та розташуємо на його границі 

діаметрально протилежні пари точок 1 2( ', ")x x , 1 2( ", ')x x  як кінцеві точки частин схрещених ребер 

на площині елементарного диска. Отримаємо таким чином псевдоклітку s  неорієнтованої поверхні 
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'N , де ( ') ( ) 1N N    , 1 2s s s    , в яку можливо вкласти ту частину зірки 0'( ( ))nf St g  , яка при-

клеєна до точок множини ( )f M s , і отримати вкладення графу G  в поверхню 'N . 

Позначення 3. Під квазізіркою ( )GSt H  з центром H  розумітимемо підграф чи частину H  графу 

G  з множиною висячих ребер, прикріплених однією кінцевою точкою до вершини чи точки ребра 

підграфу H , а інші кінцеві точки належать множині приєднання М , 1{ }m
i iМ a  . 

Визначення 1. Нехай задано мінімальне вкладення f  графу G  до неорієнтованої поверхні N , 

яке реалізує число досяжності t , ( , )Gt M N t . Будемо називати клітковою довжиною ( , , )G i jd s s f  

між границями кліток ,i js s  із заданими на них підмножинами ,i jL L  вершин зв’язного графу G , де 

0
i iL G s  , 

0
j jL G s  , { , } ( , )i j Gs s S N f , потужність | |J  найменшої по включенню впоря-

дкованої  множини J , 1{ , ,..., , }i i i k jJ s s s s  , ( , )GJ S N f , де послідовні пари кліток мають на 

своїх границях, щонайменше одне, спільне ребро. Причому підмножину множини J , складену із 

щонайменше двох послідовних кліток зі спільною вершиною на границях, рахуватимемо як одну 

клітку. Також будемо вважати, що на множині J  задано особливий простий клітковий ланцюг ijL , 

( , )ij i jL L s s , який з’єднує клітки ,i js s  кліткового графу для графу G . У випадку незв’язного графу 

G одна з кліток множини J  буде не 2-кліткою і не псевдокліткою. 

Визначення 2. Називатимемо деревом T  досяжності множини точок M  зв’язного графа G  та 

позначатимемо ( , )GT T M N  відносно заданого мінімального вкладення f  графу G  до неорієнто-

ваної поверхні N , 1{ }m
i iМ a  , яке реалізує число досяжності t , ( , )Gt M N t , пару множин 

1({ } , { })t
i ijs L , де { }ijL  – найменша по включенню множина особливих кліткових ланцюгів ( , )i jL s s  

які, або безпосередньо, або як об’єднання кількох послідовних кліткових ланцюгів зі спільним кін-

цем одного та початком іншого, що з’єднують всі пари кліток ,i js s  та мають найменшу суму довжин 

всіх ijL  із множини { }ijL . 

Визначення 3. Для множини точок M , 1{ }m
i iМ a  , зв’язного графу G  роду ( )G    з числом 

досяжності ( , )Gt M N , де ( , )Gt M N t  , 2t  , будемо називати ( , )Gd M t  клітковою довжиною між 

підмножинами iL , jL  множини M , i jM L L  , i jL L  , розташованими на границях довіль-

них кліток ,i js s ,{ , } ( , )i j Gs s S N f , якщо має місце 
,

( , ) min ( , , )

i j

G G i j
f fGN

s s T

d M t d s s f
 

 

  , де fGN  

– множина всіх неізоморфних вкладень графу G  до N , що реалізують число досяжності ( , )Gt M N  

множини точок M . 

Визначення 4. Називатимемо множину M , 1{ }m
i iМ a  , точок графу G  з числом досяжності t , 

де 0( , )Gt M t  , критичною відносно кліткової довжини ( )Gd M  як при операції видалення довіль-

ного елемента ia , якщо має місце нерівність ( \ ) ( )G i Gd M a d M , так і відносно операції стискання 

ребра ( )u аb  у точку 'а  (якщо { , }a b M , то замість M  розглядатимемо множину 

' ( \ ( , )) { '}M M a b a  ), якщо має місце нерівність ( ') ( )Gu Gd M d M . 



B.I. ПЕТРЕНЮК, Д.А. ПЕТРЕНЮК 

50 ISSN 2707-4501. Кібернетика та комп'ютерні технології. 2024, № 1 

Визначення 5. Називатимемо граф G  мінімальним відносно ( )Gd M  при операції  видалення або 

стискання у точку довільного ребра u, якщо \ ( ) 1 ( )G u Gd M d M   або ( ') ( )Gu Gd M d M , де Gu  – 

граф з стиснутим у точку 'a  ребром ( , )u a b  та ' ( \{ , }) 'M M a b a  . 

Визначення 6. Вважатимемо, що 2-зв’язний граф-обструкція G  неорієнтованого роду ( ),G

( ) 1,G   покривається множиною з k , 2k  , квазізірок ( )G iSt Н  з центром iН  (коли центр – виро-

джений граф з множиною вершин 0
1{ } ir

i j jН v   матимемо множину 
1

( )
ir

G j

j

St v


  простих зірoк), якщо 

має місце 1 1

1

( )
k

G j

j

G St H


 , тобто кожне ребро графу належить, щонайменше, одній з двох квазізірок 

та мають місце наступні три умови. 1. Граф центр 1Н  – площинний із заданою множиною точок 1М  

з числом досяжності 2 відносно евклідової площини. 2. Граф-центр 2Н  роду 2( ) 0Н   (якщо 

2( ) 0Н  , то 2t  ) із заданою множиною точок 2М  з числом досяжності t , 1t  ,  відносно поверхні 

роду 2( )Н . 3. Всі висячі ребра-промені мають бути суттєвими відносно числа досяжності при опе-

рації видалення ребра, а деякі висячі ребра-промені можуть належати різним квазізіркам або бути 

відсутніми взагалі, де 1{ } in
i ij jМ m  , in  – число висячих ребер ''( , )ij ijm b , де 1,2,...,i n , 'j j , 

, ' 1(1) | |j j G . 

Лема 1. Мають місце наступні твердження: 

1. Кліткова відстань між заданою парою кліток мінімального неорієнтованого вкладення зада-

ного зв’язного графа – це збільшена на 1 найменша метрична відстань між довільними парами точок 

на границях цих кліток. 

2. Якщо множина М  має більш ніж дві клітки мінімального неорієнтованого вкладення зв’яз-

ного графу та визначено дерево  Т М  (в якому вершинами будуть елементи множини М , а ребром 

буде наявність спільної точки для границь кліток множини М ), то кліткова відстань між її елемен-

тами – це сума збільшених на 1 довжин найкоротших ланцюгів між парами довільних вершин дерева 

 Т М .  

3. Ребро u графу G  суттєве відносно числа досяжності заданої множини точок М, { , }M a b , 

графу G  при операції його видалення, якщо належить квазізірці 4( \ ( , ))GSt K a b .  

4. Граф 5 \ ( , )K a b  ізоморфний 4( )St K  з чотирма висячими ребрами, з яких три мають висячі 

вершини ототожнені в точку a , а четверте ребро стягнуте в точку b . 

5. Зірка 4( )St K  2-зв’язного графу-обструкції G  заданого неорієнтованого роду 3 має, щонайме-

нше, по одному висячому ребру-променю з кожної вершини графу 4K  чи, щонайменше, з чотирьох 

внутрішніх точок його ребер, причому деякі з них можуть бути стягнутими у точку. 

6. Для кожного графу-обструкції є реберне покриття підграфами чи частинами гомеоморфними 

4K . 

Доведення. Твердження 1–3 леми 1 випливатиме з поняття метрики графа та вищенаведених ви-

значень 3–5. Твердження 4 – очевидне. Довести твердження 5 можливо методом від протилежного, 

припустивши, що є вершина v  графу 4K , як центр квазізірки, що має степінь 3 та не належить ребру-

променю квазізірки 4( )St K . Можливі два випадки для внутрішніх ребер графу 4K . 

Випадок 1. Ребра розміщені на ленті Мебіуса. 

Випадок 2. Ребра розміщені на різних лентах Мебіуса. 
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Розглянемо випадок 1. У цьому випадку можливо звільнити від одного зі схрещених ребер ленту 

Мебіуса, розташовану в середині 2-клітки s  з границею s  – циклом z  довжини 4 центра квазізі-

рки, шляхом розміщення назовні циклу одного зі схрещених ребер, яке не матиме кінцевої вершини 

.v  Тим самим зменшимо рід графа-обструкції G  заданого неорієнтованого роду, що суперечить 

визначенню графа-обструкції. Припущення неможливе, твердження 5 для випадку 1 доведене.  

Розглянемо випадок 2. Якщо обидва внутрішні ребра графа 4K  не розміщені на ленті Мебіуса, 

то одне з них схрещується на площині із ребром-променем квазізірки 4( )St K  та розміщується на 

ленті Мебіуса, яка приклеєна до зовнішньої, відносно циклу z , клітки. Виконаємо симетричне відо-

браження по вертикальній осі графа 4K . Для цього переставимо місцями тільки пару протилежних 

вершин у циклі z  одна з яких має степінь 3 та суміжні ребра. Тоді на зовнішній кліткі, відносно 

повернутого циклу z , вкладемо без перетину ті висячі ребра-промені квазізірки, що  вкладалися на 

ленті Мебіуса. Матимемо в результаті такого вкладення квазізірки, що, принаймні, лента Мебіуса h  

звільниться від одного з двох схрещених ребер. Схематично показано це на картах 6 та 7 рис. 1. Тим 

самим зменшимо рід графа-обструкції G  заданого неорієнтованого роду, що суперечить поняттю 

графа-обструкції. Припущення неможливе, твердження 5 для випадку 2 доведене. 

Доведення твердження 6. Оскільки кожне ребро графа-обструкції неорієнтованого роду графу 

G  на евклідовій площині перетинається у внутрішній точці з, щонайменше з одним ребром, розмі-

щується певним мінімальним вкладенням на ленті Мебіуса неорієнтованої поверхні разом, щонай-

менше, із одним ребром. Тоді довільне ребро є ребром підграфу гомеоморфного 4K , який у свою 

чергу є підграфом чи частиною підграфу гомеоморфного графу Куратовського. З іншого боку, оби-

два графи Куратовського мають реберне покриття парою чи трійкою підграфів гомеоморфних 4K . 

Таким чином граф-обструкція G  матиме реберне покриття скінченою множиною з графів чи частин 

гомеоморфних 4K . На 8-й карті рис. 1 показано реберне покриття 3,3К  з двома частинами гомеомо-

рфними графу 4K , один без наведеного ребра, а друга частина отримана видаленням одного з трьох 

несуміжних ребер, окрім наведеного ребра. На 9-й карті даного рисунку показано реберне покриття 

5К   трьома гомеоморфними графу 4K , один без чотирьох ребер з спільною вершиною v , із них два 

виділених ребра, а два інших утворені з колеса 4О  з чотирма ребрами-шпицями почерговим вида-

ленням одного з наведених ребер. Доведення леми 1 закінчено. 

Твердження 1. Нехай 2-зв’язний граф G  – граф-обструкція неорієнтованого роду 3, всі ребра 

якого є суттєвими відносно роду при операції видалення ребра чи його стискання в точку, має підг-

раф ( )G iSt Н  – квазізірка з центром iН  ( коли центр є виродженим графом з множиною вершин 

0
1{ } ir

i j jН v   матимемо замість квазізірки множину 
1

( )
ir

G j

j

St v


  зірoк), гомеоморфним площинному 

графу із заданою множиною точок iМ  з числом досяжності 2, де 1{ } in
i ij jМ m  , та in  висячими реб-

рами ''( , )ij ijm b , де 1,2,3i  , 'j j , , ' 1(1) | |j j G . Існує покриття множини ребер графу G  трьома 

квазізірками ( )G iSt Н , можливо із, однією спільною вершиною чи частиною ребра графів ,i jН Н . 

Доведення. Нехай для 2-зв’язного графу G  виконуються умови твердження 1. Тоді граф G  має 

підграф чи частину   гомеоморфний одному із 104 графів-обструкцій для проективної площини, 

який у свою чергу можливо подати як об’єднання двох  підграфів гомеоморфних одному з графів 

Куратовського [4]. Тобто множина ребер графу  покривається двома квазізірками виду ( )G iSt Н , 

бо містить два різних підграфи чи частини iН , кожен з яких гомеоморфний квазізіркам з центром 
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4К , 2,3К , 3,3 \К е , 5 \К е , чи 5К , 3,3К . Зазначимо, що у випадку центру 2,3К  частина висячих ребер 

квазізірки матимуть кінцеву вершину, а сама зірка міститиме підграф чи частину гомеоморфну 5К . 

Граф G  – граф-обструкція роду 3, множина ребер 
1 1\G   непуста і кожне ребро u , 

1u G , належа-

тиме графу 5К , чи 3,3К  тобто, до ребер з множини 1
4К  та додаткового ребра, яке з’єднує пару точок 

несуміжних ребер з 4К , або до ребер-променів простої зірки, які попарно ототожнені з кожною ве-

ршиною графу 4К . Таким чином граф G  покривається, щонайменше, трьома підграфами чи части-

нами гомеоморфними одному з графів Куратовського, які є квазізірками з центрами гомеоморфними 

4К . Доведемо достатність такого покриття. Видалимо ребро u , ( , )u a b , розглянемо підграф чи 

частину К  гомеоморфну графу 4 \K u . Тоді в графі \G u  матимемо квазізірку \ ( )G uSt К , якій нале-

жать всі ребра з множини 
1 1\G  , що інцидентні вершинам підграфа чи частини К  та є суттєвими 

відносно \ ({ , })G ut a b  – числа досяжності множини { , }a b  при операції видалення ребер графу \G u . 

Стверджуємо, що інших ребер немає. Припустимо зворотнє, що 1 1 1\ ({ } ( ) )x G u St K   . Вида-

ливши ребро x  отримаємо його несуттєвість відносно неорієнтовного роду графу \G u , бо 
1x , 

або несуттєвість відносно числа \ ({ , })G ut a b , бо ( )x St K . Приєднаємо ребро u  до \G u  та отрима-

ємо граф \G х  роду 3, тобто з ребром x  несуттєвим відносно неорієнтовного роду графу G  при 

операції видалення. Це суперечить умові, що G  – граф-обструкція неорієнтованого роду 3. Припу-

щення неправильне. Достатність доведена. Доведення твердження 1 закінчено. 

Наслідок 1. Існує мінімальне вкладення 'f  графу-обструкції G  для поверхні Клейна як продо-

вження мінімального вкладення підграфу   графу-обструкції G  гомеоморфного графу-обструкції 

для проективної площини. 

Доведення. Нехай мають місце позначення вище позначення і задане мінімальне вкладення 0f , 

0 2:f N . Продовжимо його до вкладення f , 2: \f G u N , в якому вершини ,a b  належить гра-

ницям різних 2-кліток чи псевдокліток 1 2,s s  з множини 2 \ ( \ )N f G u  та мають число досяжності 

\ 2({ , }, )G ut a b N , де \ 2({ , }, ) 2G ut a b N  , 1
1 2( )L G s s    . Тепер продовжимо вкладення f  до 'f

, де 3' :f G N , шляхом розміщення ребра u  на ленту Мебіуса, яку приклеєно до зовнішньої грані 

циклу z , 1
1 2( ) \z G s s L     на поверхні Клейна. Таким вкладенням 'f  множина ребер графу-

обструкції для поверхні Клейна покриватиметься трьома квазізірками з центрами гомеоморфними 

4К . 

Наслідок 2. Для 2-зв’язного графу-обструкції G  неорієнтованого роду 3 та площинного графу 

2Н  мають місце наступні співвідношення: 

1. 2 4t  ; 

2. 
2

( ( ) 3)Hd M   та 
2 0( ( , ) 2)Нt M    або 

2
( ( ) 2)Hd M   та 

2 0( ( , ) 3)Нt M   , або 
2

( ( ) 1)Hd M   та 

2 0( ( , ) 4)Нt M   . 

Доведення. Нехай для 2-зв’язного графу G  виконуються умови твердження 1. Оскільки 

( ) 3,G   то графу G  має підграф Н  гомеоморфний одному з графів Куратовського, який у свою 

чергу містить  підграф чи частину 1Н  гомеоморфну 4К  чи 2,3К . Розглянемо в Н  просту зірку 

( )GSt v , де 0 0
1\v G Н , приєднану висячими ребрами до кожної з вершин графу 4К  чи вершинами 
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степені 2 графу 2,3К , та шляхом 1-розбиття всіх висячих ребер зірки ( )GSt v .Тим самим перетворимо 

граф G  на 'G . Виділимо таким чином квазізірку 1( )GSt Н  з центром гомеоморфним 4К  чи 2,3К  та 

частинами ребер 1{( , )}m
i ia v   простої зірки ( )GSt v  як висячими ребрами квазізірки. Тоді граф 2H , де 

'
2 1\ ( )GH G St Н , матиме неорієнтований рід 2( )Н  не більше 2 та міститиме частини висячих ре-

бер з кінцевими вершинами, можливо ототожнених у вершину v . За умови невиродженості графу 

1Н  (вироджений граф 1Н  із k  вершинами  центр квазізірки 1( )GSt Н , яка є об’єднанням k  простих 

зірок) можливі наступні варіанти: 

1. 2( ) 0Н  ; 2. 2( ) 1Н  ; 3. 2( ) 2Н  .  

Розглянемо варіант 1. Позначимо М , 1{ } ,m
i iМ a   множину точок площинного графу 2Н  з чи-

слом досяжності t , де 
2 0( , )Нt M t  , до яких приєднуються кінцевими вершинами висячі ребра 

квазізірки 1( )GSt Н , граф G  φ-образ 
*

2 1 1: ( ( ), ( )) ( ,{ } )
m

m
m i i i i

i s

H St H a g G a 




    , де 1m . Доведемо 

наступні співвідношення 1 та 2: 

1. 2 4t  ;  

2. 
2 2 0(( ( ) 3) ( ( , ) 2))H Нd M t M       

2 2 0(( ( ) 2) ( ( , ) 3))H Нd M t M       

  
2 2 0(( ( ) 1) ( ( , ) 4))H Нd M t M    . 

Доведення співвідношення 1. Дійсно, якщо припустити, що має місце нерівність 2t  , то тоді 

множина M  буде досяжною на евклідовій площині. В такому разі граф 
'G , як результат склейки 

2H  та 1( )GSt Н  по парам 1( , )m
i i ia b   точок 1-підрозділених висячих ребер, матиме рід '( ) 1G  . Ма-

тимемо рівність '( ) ( ) 1G G    , яка суперечність умові, що граф це граф-обструкція для поверхні 

Клейна. Припущення неправильне, нерівність 2t   має місце. На рис. 1 показано приклад для 4.t   

 
 

 
 

РИС. 1. На перших 3-х картах приєднання 2-ручки та ленти Мебіуса до евклідової площини призведе до вкладення 

графу Н  у поверхню Клейна з множиною М  з чотирьох наведених вершин із числом досяжності 4 і тета 

характеристикою 0( , )Н M  , 0( , ) 1Н M   . На 4-й та 5-й картах приєднання 2-ручки до евклідової пло-

щини з множиною з трьох заданих (наведених жирно) вершин із числом досяжності 3 і тета характеристи-

кою 1. На 6-й і 7-й картах показано твердження 5, на 8-й та 9-й приклади до твердження 6 леми1  
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Доведемо нерівність 4t   методом від протилежного. Припустимо, що 4t  . Тоді для досяж-

ності множини М  має бути вкладення f  графу 2H  в N , де поверхня N  утворена з евклідової 

площини 0  шляхом приклеювання до неї двох лент Мебіуса, яке розміщує множину М  на грани-

цях кліток is , щонайменше п’ять з яких мають спільну точку, тобто 
2 0( , ) 2Н M   . На рис. 1 на 2-

й та 3-й картах наведено приклад перетворення трьох 2-кліток на одну клітку 0s  шляхом розміщення 

границь трьох 2-кліток, щонайменше, з однією спільною точкою, на 2-ручку приклеєну до 0 . До-

визначимо вкладення квазізірки 1( )GSt Н  в 0 0\s s  – в середину побудованої 2-клітки із приклеєною 

лентою Мебіуса, тоді отримаємо продовження f  вкладення графу `G  в неорієнтовану поверхню 

,N  де ( ) 4N  , яка є, принаймні, тором з двома приклеєними лентами Мебіуса. Оскільки графи ',G  

G  гомеоморфні, то матимемо нерівність ( ) 3G  , яка суперечить умові, що граф G  є граф-обстру-

кцією для поверхні Клейна. Припущення, що 4t   неправильне. Доведення співвідношення 1 закін-

чено. 

Доведення співвідношення 2. Граф 2H  містить квазізірку гомеоморфну графу Куратовського. 

Якщо множина М , 1{ }m
i iМ a  , точок графу 2H , є критичною відносно кліткової довжини 

2
( )Hd M  

при операції видалення довільного елемента ia , то має місце нерівність 
2 2
( \ ) ( )H i Hd M a d M , чи 

відносно операції стискання ребра ( )u аb  в точку 'а  (якщо { , }a b M , то замість M  розглядати-

мемо множину ' ( \ ( , )) { '}M M a b a  ), якщо має місце нерівність ( ') ( )Gu Gd M d M . Згідно визна-

чення 5 граф G  є мінімальним відносно ( )Gd M  при операції видалення або стискання в точку до-

вільного ребра u , тобто, або \ ( ) 1 ( )G u Gd M d M  , або ( ') ( )Gu Gd M d M , де Gu  – граф зі стиснутим 

у точку 'a  ребром ( , )u a b  та ' ( \{ , }) 'M M a b a  . З умови ( ) 3G   випливатиме, що довжина d  

найкоротших 2-кліткових ланцюгів, які з’єднують t  кліток, 
2 0( , )Нt M t  , має задовольняти умові: 

якщо 2t  , то 3d  , інакше, якщо 3t  , то 2d  , інакше, якщо 4t  , то 1d  . Ці випадки показано 

на рис. 1, 2. Доведення наслідку 2 закінчено. 

  

РИС. 2. При видаленні ребра (1, 2) графу, наведеного на 1-й карті, не змінилося число досяжності 2 множини з 6-х 

вершин (наведені точки), а мінімальна відстань цієї множини зменшилася з 3 до 1 

Наслідок 3. Для 2-зв’язного графу-обструкції G  неорієнтованого роду 3 та проективно-площин-

ного графу 2Н  мають місце наступні співвідношення: 

1. 2 3t  ; 

2. 
2 2 2 21 1(( ( ) 2) ( ( , ) 2)) (( ( ) 1) ( ( , ) 3))H Н H Нd M t M N d M t M N       . 

Доведення. Вважатимемо, що граф 2Н  має неорієнтований рід 1, тобто містить підграф гомео-

морфний 5K  чи 3,3K , кожен з яких можливо подати як квазізірку з центром 4K  чи 2,3K , відповідно. 
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Позначимо М , 1{ }m
i iМ a  , множину точок проективного графу 2Н  з числом досяжності t , де 

2 1( , )Нt M N t , де кожна точка ia  ототожнюється з кінцевими вершинами ig  висячих ребер квазізі-

рки 1( )GSt Н , а граф G  отримано наступним φ-перетворенням:

*
2 1 1: ( ( ), ( )) ( ,{ } )

m
m

m i i i i

i s

H St H a g G a 




    , де 1m . Мають місце наступні співвідношення: 

1. 2 3t  ; 2. 
2 2 2 21 1(( ( ) 2) ( ( , ) 2)) (( ( ) 1) ( ( , ) 3))H Н H Нd M t M N d M t M N       . 

Доведення цих співвідношень аналогічне доведенню для наслідку 2. 

Наслідок 4. Для 2-зв’язного графу-обструкції G  неорієнтованого роду 3 та непроективно-пло-

щинного графу 2Н  мають місце наступні співвідношення:  

1. 
2 2 1( 2) ( ( ) 1) ( ( , ) 2)H Нt d M t M N     ). 

2. Якщо 1t   і задано досяжну на поверхні Клейна множину M  точок графу 2Н , то квазізірка 

4( )GSt К  матиме, як мінімум, дві точки та, як максимум, | |M  точок приєднання висячих вершин до 

2Н , з яких, принаймні, | | 4M  точки мають бути суттєвими відносно роду при операції видалення 

цих точок. 

Доведення наслідку 4. Доведемо співвідношення 1. Вважатимемо, що граф 2Н  має неорієнто-

ваний рід 2, тобто містить підграф гомеоморфний одному з 104-х графів-обструкцій проективної 

площини [5]. Позначимо М , 1{ }m
i iМ a  , множину точок непроективного графу 2Н  з числом дося-

жності t , де 
2 2( , )Нt M N t , де кожна точка ia  ототожнюється з кінцевою вершиною ig  висячих 

ребер квазізірки 1( )GSt Н . Нехай граф G  отримано наступним φ-перетворенням:

*
2 1 1: ( ( ), ( )) ( ,{ } )

m
m

m i i i i

i s

H St H a g G a 




    , де 1m . Довести рівняння 2t   та відношення 

2 2 1( ( ) 1) ( ( , ) 2)H Нd M t M N    можливо по аналогії доведення наслідку 2.  

Доведемо співвідношення 2. За нашими позначеннями матимемо, що 1 4H K . Як у проективну 

площину, вкладемо квазізірку 4( )mSt К  із m променями, із схрещеними на площині несуміжними 

ребрами 4К , тобто розмістимо її у середину 2-клітки s  із приклеєною лентою Мебіуса, де 

2 2\ ( )s N f H , на s  якої розміщена досяжна множина М складена з точок приєднання. Якщо при-

пустити, що одна з вершин 4К  не інцидентна ребру-променю, то тоді можливо звільнити ленту Ме-

біуса від одного з схрещених ребер. Тим самим отримати суперечність умові щодо графу G  роду 3. 

Якщо несуміжних один з одним ребер-променів більше 4, то тоді їхні кінцеві точки ототожнюються 

попарно з точками, які мають бути суттєвими відносно роду при операції видалення. Інакше мати-

мемо ці всі | | 4M   ребер несуттєвими відносно роду при операції видалення ребра графу G , що 

суперечить визначенню графу-обструкції рода 3. Доведення закінчено.  

Моделі графів-обструкції показано на рис. 3, де на 1-й та 2-й карті графи з кількома ребрами, які 

як несуттєві можливо стягнути в точку для поверхні неорієнтованого роду 3; на 3-й, 4-й, 5-й картах 

графи роду 2, утворені шляхом додавання ребра замість спільної вершини у пари графів гомеомор-

фних 4К  у однойменних (без штриха) мінорів роду 2. На рис. 4 на 1-й та 2-й карті наведені графи з 

кількома ребрами, які як несуттєві можливо стягнути в точку для поверхні неорієнтованого роду 3; 
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на 3-й, 4-й, 5-й картах графи роду 2, утворені шляхом додавання ребра замість спільної вершини у 

пари графів гомеоморфних 4К  у однойменних (без штриха) мінорів роду 2. 

 

 

РИС. 3. Моделі графів-обструкцій для поверхні Клейна 

 

РИС. 4. Моделі графів-обструкції для неорієнтованих поверхонь роду 4 чи 3, відповідно 

Твердження 2. Нехай граф G неорієнтованого роду ( )G  має реберне покриття множиною з n  

квазізірок ( )G іSt Н , де кожна пара ( ( ), ( ))G j G jSt Н St Н  з яких породжує підграфи ijН  гомеоморфні 

мінорам неорієнтованого роду 2, де іН , jН , i j , 1 1i j n    , 2,n   гомеоморфні площинному 

графу із заданою множиною точок з числом досяжності 2 та задане наступне φ-перетворення: 

*
12 1: ( ( ), ( )) ( ,{ } )

m
m

m n i i i i

i s

H St H a g G a 




    , де квазізірка 3( )mSt Н  з центром 3Н  та ребрами-про-

менями з досяжною на проективній площині множиною 1{ }m
i ig   кінцевих вершин  висячих ребер 

'
1 1{{( , )} }m m

l i i lb g   , 2m , а на евклідовій площині має число досяжності 2, та попарно ототожнюється 

з точками множини 1{ }m
i ia   графу 12Н , яка є досяжною на поверхні Клейна. Якщо граф G  має k  

перетинів у внутрішніх точках висячих ребер з множини * '
1 1{{( , )} }m m

l i i i lb a   , то мають місце наступні 

співвідношення: 

1. Якщо 3n   та для кожної пари ( , )і jН Н  виконується умова і jН Н  , то 3 ( ) 3G k    . 

2. Якщо 3n   та для кожної пари ( , )і jН Н  виконується умова { }і jН Н v  , то 4 ( ) 3G k    . 

3. Якщо 2n   та для пари ( , )і jН Н  виконується умова 
1 1 {( , )}i jН Н u v  , де ( , )u v  – спільна 

частина двох ребер чи ребро, то ( ) 2G  , а коли це спільне ребро, то ( ) 3G  . 
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4. Якщо дві пари з трьох квазізірок з центрами гомеоморфними 4K  мають спільні частини двох 

пар простих ланцюгів, то ( ) 4G  .  

5. Граф G , побудований згідно співвідношень 1, 2, 3, 4, може мати несуттєві ребра відносно 

роду при операції видалення чи стискання в точку ребра. 

Доведення. Нехай граф G  задовольняє умові твердження 2, тоді згідно [4] матимемо ( ) 2G  . 

Зауважимо, що приєднання до зв’язного графу 12H  висячих вершин ребер-променів квазізірки 

3( )GSt Н , де 3Н  гомеоморфний 4K , 2,3K , 5 \K e  чи rК , 2r  , до точок досяжної на поверхні 

Клейна підмножини точок підграфу 12Н  є гомеоморфним 3,3К  чи 5К .  

Доведемо співвідношення 1. Розглянемо множину всіх різних мінімальних вкладень графу 12Н  

у поверхню Клейна та для кожного побудуємо множину з різних підмножин точок досяжних на по-

верхні Клейна. Виберемо одне з таких вкладень та приклеїмо ленту Мебіуса до однієї з тих кліток 

,s  на границі якої розташовано досяжну підмножину точок, та вкладемо на ленту центр 3Н  квазізі-

рки 3( )GSt Н , щоб отримати на отриманій псевдоклітці 's  проективної площини досяжну множину 

вершин графу 3Н . Вкладемо в середину цієї псевдоклітки 's  висячі ребра квазізірки та ототожнимо 

пари точок приєднання ребер до підграфа 12Н . Використаємо такий порядок слідування копій точок 

на границі 's  з числа пар точок приєднання, коли є k  перетинів у внутрішніх точках висячих ребер 

з множини * '
1 1{{( , )} }m m

l i i i lb a   , які можливо розташувати на приклеєних k  лентах до поверхні Клейна 

без перетину у внутрішній точці. Тоді для неорієнтованого роду ( )G  матимемо нерівність 

3 ( ) 3G k    . Коли перетину у внутрішніх точках висячих ребер * '
1 1{{( , )} }m m

l i i i lb a    немає, то 

( ) 3G  . Найнижче значення роду досягнуте для графів на 3-й, 4-й, 5-й картах рис. 5. Доведення 

співвідношення 1 закінчено. 

Доведення співвідношення 2 аналогічне наведеному для співвідношення 1 тільки одне з ребер-

променів, яке з’єднує центри двох зірок є несуттєвим відносно роду та підлягатиме стисканню у 

точку. Центрами квазізірок мають бути графи з суттєвими ребрами при операціях стискання у точку 

чи видалення ребра відносно заданої множини точок з числом досяжності 2 відносно евклідової пло-

щини, наприклад, 4К , 2,3К , 5 \К е  чи rК , 2r  . 

Доведення співвідношень 3, 4 аналогічне наведеному для співвідношення 1. 

Доведемо співвідношення 5. Нехай граф G  неорієнтованого роду ( )G  побудований згідно 

співвідношень 1, 2, 3, 4. Маємо два наступні випадки. 1. Якщо ребро суттєве відносно роду графу G  

при операції видалення, то воно належатиме до числа ребер графу 4K   чи 3,3K  та мінімальним вкла-

денням графу у поверхню Клейна має розташовуватися на ленті Мебіуса. Дійсно, якщо видалити 

довільне висяче ребро квазізірки 3( )GSt Н , то тим самим зменшуємо число досяжності множини то-

чок приєднання цієї 3( )GSt Н  до інших. Тоді матимемо, що рід графу G  має зменшитися на 1, що 

суперечить умові щодо роду.  

2. Якщо ребро суттєве відносно роду графу G  при операції стискання, то воно не належатиме 

до центру квазізірки. Нехай суттєве ребро е , ( , )е a b , належить до числа висячих ребер, яке нале-

жить квазізірці. Тоді жодна пара ребер суміжних даному ребру е , що належать до центрів різних 

квазізірок не вкладатиметься на різних лентах Мебіуса. Дійсно, якщо стиснути ребро е  в точку ,ab
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то пари суміжних ребер зі спільною вершиною ab  утворюватимуть кут з цих ребер, який може роз-

ташовуватися на одній ленті. Тим самим отримаємо суперечність умові щодо роду графу G . При-

пущення неправильне. Доведення співвідношення 5 закінчено. 

На рис. 5–8 показано приклади графів G , які задовольняють граничним значенням – вказаним 

у співвідношеннях 1, 2, 4, 5 співвідношенням для випадку наявності підграфів графу G , породжених 

парами ( )G іSt Н , ( )G jSt Н  однакових мінорів проективної площини, склеєних шляхом ототожнення 

пар точок з заданою парою множин точок приєднання.  

 

 

РИС. 5. Графи 
"
2E , 

"
22E , 

"
7С  роду не більше 4 утворені як φ-образи пари графів із 2E , 22E , 7С  – графів-обструк-

цій роду 2 та двох чи однієї квазізірок із центром 4К , відповідно, та променями – ребрами, що приєднані 

так само, як висячі ребра такої ж квазізірки – підграфу, в графах 2E , 22E , 7С , відповідно. П'ятий та третій 

графи є графами-обструкціями роду 3, де 
'
7С  склеєний з 7С  та квазізірки 4 4( )St К  

            

РИС. 6. Графи 
"
7В , 

"
4C  роду 4, склеєні із 7В , 4С  – графів-обструкцій роду 2 та квазізірок із центром 4К  та реб-

рами, що приєднані так само, як ребра такої ж квазізірки, як підграфу, в графах 7В , 4С , відповідно 

 

РИС. 7. Графи 
"
2D , 

"
3C  роду не більше 4, склеєні з 2D , 3С  – графів-обструкцій роду 2 та пари квазізірок із центром 

4К  та ребрами, що приєднані так, як ребра такої ж квазізірки-підграфу, в графах 2D , 3С , відповідно 
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РИС. 8. До співвідношень 1 та 4 твердження 2. Граф 11В  та його вкладення у поверхню Клейна, де 11В  – граф-об-

струкція для проективної площини як об’єднання двох квазізірок з центрами графами 4К , що мають спі-

льне ребро. На 3-й карті наведено модифікований 11В  без спільного ребра у центрів цих квазізірок з двома 

додатковими висячими ребрами вкладений мінімально у поверхню неорієнтованого роду 3. На 4-й карті 

показано граф для співвідношення 5 твердження 2 

Твердження 3. Нехай граф G  неорієнтованого роду ( )G  має покриття із n  квазізірок ( ),G іSt Н  

( )G jSt Н , з яких одна пара 1 2( ( ), ( ))G GSt Н St Н  породжує підграф 12Н  гомеоморфний мінору неорі-

єнтованого роду 2, а інші квазізірки приєднуються кінцевими вершинами до множини точок М  

графу 12Н , яка є досяжною на поверхні Клейна та містить точки центрів 1Н  і 2Н  квазізірок 

1 2( ), ( )G GSt Н St Н , де іН , jН  – гомеоморфні 4К , 2,3К  чи вироджений граф на кількох вершинах, де 

i j , 1 i j n   , 2n  .  

Мають місце наступні співвідношення: 

1. Якщо 3n   і для кожної пари 1 2( , )Н Н  виконується умова і jН Н   та 3( )GSt Н  приєд-

нується до, щонайменше, двох точок заданої множини точок графу Н , досяжної на поверхні 

Клейна, то ( ) 3G  . 

2. Якщо для кожної пари ( , )і jН Н  виконується умова { }і jН Н v  , 3n  , та 3( )GSt Н  приєд-

нується до, щонайменше, двох точок заданої множини точок графу Н , досяжної на поверхні 

Клейна,  то ( ) 3G  . 

3. Якщо 2n   та для пари ( , )і jН Н  виконується умова 
1 1 {( , )}i jН Н u v  , де ( , )u v  – спільна 

частина двох ребер чи ребро, то ( ) 2G  , а коли це спільне ребро та 3( )GSt Н  приєднується до, 

щонайменше, двох точок заданої множини точок графу Н , що є досяжною на поверхні Клейна, то 

( ) 3G  . 

4. Якщо дві пари з трьох квазізірок з центрами гомеоморфними 4К  мають спільні частини двох 

пар простих ланцюгів, то ( ) 4G  . 

5. Граф G , побудований згідно співвідношень 1, 2, 3, 4, може мати несуттєві ребра відносно 

роду при операції видалення чи стискання у точку ребра. 

 

Алгоритм побудови моделей 3-зв’язних графів-обструкцій поверхні Клейна 

Початок алгоритму А (вхідні: G , вихідні: D ). 

Вхідні дані: 

1. G  – граф-обструкція проективної площини, n  – число зв`язності вихідного графа ,  3D п  . 

2. Множина 
| |

1( ) { }F
i iF G f   всіх неізоморфних вкладень графу G  в S  – поверхню Клейна. 
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3. Для кожного вкладення if  побудовані наступні множини: 

a) ' ' ' 1 ' 1{{ } } imn
i i k k iR a    мінімальна за включенням і складена із підмножин неізоморфних (при ав-

томорфних відображеннях графу G ) точок ' ' 1{ }n
ik ka   заданої потужності множин iR , розташованих 

на границях кожної із наступних кліток js , 
'
' 'js , 

''
"js , де 

'
' '\ '( )j us S f G , 

''
" "\ "( \ )js S f G u , та міні-

мальна при операціях видалення чи стискання у точку довільного ребра u  графу G , де 'f , "f  – 

мінімальні вкладення графів uG , \G u  в неорієнтовані поверхні 'S , "S  меншого роду ніж S , відпо-

відно;  

б) | |
1( , ) { }M

i i j jM M f R s    складена з кліток js , де \ ( )j is S f G , які містять на своїх границях 

всю множину вершин графу. 

4. Множина квазізірок з центром К , де 4 2,3{ , }К K K  та, щонайменше, із чотирма (для 4К ) чи 

трьома (для 2,3K ) висячими ребрами, яких може бути не більше 0| |G . 

5. Множини 4| ( )|
4 1( ) { }

іе K
k kst K g  , 2,3| ( )|

2,3 1( ) { }
іе K

k kst K h   всіх вкладень квазізірок з центрами 

4 2,3,K K , відповідно, в клітку s , як у локальну проективну площину з розташуванням на ленті Ме-

біуса ребер центру та висячих ребер квазізірки. 

6. Функція  Function П  (вхід: ,R n ; вихід: ,nR NG ), яка видає при кожному звертанні елемент з 

множини nR  – множини всіх перестановок вершин 1 2 3, , ,..., na a a a  за час пропорційний !п  та мно-

жину NG  – всіх розбиттів множини висячих вершин 1 2 3, ,..., , mg g g g  квазізірки на n  непустих під-

множин 1 2,  ,... , nG G G , кожен з елементів підмножини іG  ототожнюється в одну точку ing , яка по-

парно ототожнюється з іа , число розбиттів, які видаватиме функція за час пропорційний NN , де 

      1 2 1NN m m m m n      , де m n . 

 

Вихідні дані:  
Ґраф D  – модель n -зв’язного графа-обструкції для поверхні Клейна. 

 

Ввести G , n ;  

Для i  від 1 до ( )F G  кроком 1 виконати: // початок циклу з параметром i  

початок дій; 

: if f ; 

:R  iR ; 

    Для j  від 1 до М  кроком 1 виконати: 

початок дій; 

: js s h ;    // приклеїмо до площинного диску s  ленту Мебіуса h ; 

:R  s R  ; // до n  точок ia  границі клітки s  приклеюватимемо jg  висячі вершин зірки; 

Якщо | |s R n   , то перехід на кінець циклу з параметром j ; 

Вкладемо K  в \s s ;    //  центр квазізірки зірки вкладемо в середину клітки s  так, 

            //  щоб одне з ребер лежало на ленті Мебіуса h ; 

Function П (вхід: ,R n ; вихід: nR ); // при кожному звертанні на виході нова перестановка 
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    // з множини nR  – всіх перестановок вершин 1 2 3, , ,..., na a a a , 

   // з якими ототожнюється множина висячих вершин 1 2 3, , ., ,.. nng ng ng ng . 

   // матимемо ототожнені вершини 1 2 2, , ,i n nа ng а ng a ng .  

Для k  від 1 до n кроком 1 виконати:      

початок дій;    

: k kg a ng ;      // маємо вершину приєднання з тими ж ребрами графа G  та 

        // висячими ребрами квазізірки з центром К      
0 0 0\ { } \{ } { }k к k kD G a К g a ng   ; 

1 1 1 1 1: ( ( ) \ )D G К St K K   ; 

кінець дій циклу з параметром k ; 

Виводимо (“Граф D =”,  0 1,D D ); 

кінець дій циклу з параметром j ; 

кінець дій циклу з параметром i ; 

Кінець алгоритму А. 
 

Твердження 4. Мають місце наступні співвідношення для алгоритму А: 

а) Алгоритм А коректний та має часову складність   0(  ,О b G time Function П R n , де  b b G  

добуток числа неізоморфних мінімальних вкладень заданого графа G  неорієнтованого роду   та 

найбільшого числа 
0 12 G G     кліток в них, яке для невеликого роду пропорційне 

2
0 / 2G . 

b) Функція    ,Function П R n  для 3n   має часову складність пропорційну 0
n

О G
 
 
 

,  

де | | 12G  . 

с) Вихідний граф D  може мати серед образів висячих ребер квазізірки несуттєві ребра відносно 
роду при операції стискання ребра в точку. Виконавши стискання в точку всіх таких ребер графу D  
отримаємо мінор поверхні Клейна. 

Висновок. Отримано математичне забезпечення для алгоритмів побудови моделей мінорів  
заданої зв’язності для поверхні Клейна. 

Авторські внески. Петренюк В.І. – дослідження, концептуалізація, методологія, оригінальна 
чернетка. Петренюк Д.А. – узагальнення, формальний аналіз, ресурси, написання – рецензування. 
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УДК 519.85 

В.I. Петренюк 1 *, Д.А. Петренюк 2  

Моделі графів-обструкцій поверхні Клейна 

1 Центральноукраїнський національний технічний університет, Кропивницький 
2 Інститут кібернетики імені В.М. Глушкова НАН України, Київ 
* Листування: petrenjukvi@i.u 

Розглянуто задачу дослідження структури графів заданої зв’язності, які є обструкціями для заданої 

поверхні неорієнтованого роду та побудови їхніх моделей, з яких шляхом видалення чи стискання деякої 
множини ребер, утворюються графи-обструкції. Розглянуто питання про реберне покриття графe-обстру-

кції заданого роду мінімальним числом квазізірок з центрами – площинними графами, які мають задані 
множини точок і всі ребра є суттєвими відносно числа досяжності 2 на евклідовій площині та має дося-

жність на проективній площині чи поверхні Клейна, наприклад, K4, K2,3 чи вироджений граф. Задача до-
слідження структури графів неорієнтованого роду розглядалася [4–6]. В роботі [7] методом релятивних 

компонент була стиснута множина мінорів для проективної площини до 12-ти базисних мінорів та побу-
довано множину з 62-х мінорів поверхні Клейна. Для цього розглядали всі неізоморфні мінімальні вкла-

дення кожного з базисних мінорів та знаходили множину всіх різні пари вершин, які є досяжними на 
проективній площині при операціях видалення чи стискання в точку довільного ребра цього графа, потім 

до обраної пари точок приєднували пару несуміжних вершин графу K5\e. В роботі [8] обчислена кількість 
2-зв’язних графів-обструкцій для поверхні Клейна, частина діаграм цих графів наведена в [10]. Зазна-

чимо, що наведене далі визначення кліткової відстані має аналогічне в [11]. 
Наш підхід, як продовження [9], полягатиме в знаходженні реберного покриття графу-обструкції G 

заданого роду мінімальним числом підграфів покриття з числа квазізірок з центрами – графами з суттє-
вими ребрами відносно числа досяжності чи неорієнтованого роду при операціях стискання в точку чи 

видалення ребра відносно заданої множини точок з числом досяжності 2 відносно евклідової площини та 
досяжними на проективні площині чи поверхні Клейна, наприклад, це підмножини множини точок гра-

фів K4, K2,3, K5\е, Kr, r  2, чи граф-обструкцій проективної площини. Також знайдено необхідні умови 
для побудови графів-обструкцій для поверхні Клейна шляхом ототожнення пар точок центрів та висячих 

вершин трьох квазізірок, тим самим маємо основу алгоритма побудови більшого числа графів-обструкцій 

для поверхні Клейна. Гіпотетично граф-обструкція заданого неорієнтованого роду n, n  2, має вигляд 

циліндричної поверхні з n дисками-основами та бічною частиною, які можуть мати спільні множини то-
чок на границях та на яких вкладені, принаймні частиною, графи-центри квазізірок, що мають задану 

множину точок досяжності 2 на евклідовій площині, а на бічній поверхні розміщуються висячі ребра, що 

https://doi.org/10.34229/2707-451X.22.2
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https://doi.org/10.15407fmmit2023.37.072
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https://orcid.org/0000-0001-7313-9642
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перетинаються на площині та вкладаються без перетину за допомогою приклеєних до бічної поверхні 

лент Мебіуса. При цьому ребра матимуть, принаймні, два варіанти вкладення в бічну частину циліндри-
чної поверхні, але не більше кількості приклеєних лент Мебіуса, завдяки цьому кожне висяче ребро вкла-

датиметься на ленті Мебіуса, або тільки з одним ребром, або з двома суміжними ребрами. Знайдено не-
обхідні умови побудови моделей графів-обструкцій для поверхні Клейна шляхом ототожнення пар точок 

центрів та висячих вершин трьох квазізірок, тим самим маємо основу алгоритма побудови більшого чи-
сла графів-обструкцій для поверхні Клейна.  

Основний результат: твердження 1, 2, 3 та алгоритм побудови моделей 3-зв’зних графів-обструк-
цій поверхні Клейна.  

Ключові слова: -пеpетвоpення гpафiв, неорієнтована поверхня, молелі графів-обструкцій неоріє-
нтованого роду. 
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The task of researching the structure of graphs of given connectivity, which are obstructions for a given 
surface of non-oriented kind, and building their models, from which obstruction graphs are formed by removing 

or compressing a set of edges, is considered. The issue of edge coverage of an obstruction graph of a given kind 
with a minimum number of quasi-stars with centers – planar graphs that have given sets of points and all edges 

are significant with respect to the reachability number 2 on the Euclidean plane and has reachability on the pro-
jective plane or Klein surface, is considered. K4, K2,3 or a degenerate graph. The task of researching the structure 

of graphs of undirected kind was considered [4–6]. In [7], the set of minors for the projective plane was com-
pressed to 12 basic minors using the method of relative components, and a set of 62 minors of the Klein surface 

was constructed. To do this, we considered all non-isomorphic minimal embeddings of each of the basic minors 
and found the set of all different pairs of vertices that are reachable on the projective plane during the operations 

of removing or compressing an arbitrary edge of this graph to a point, then a pair of non-adjacent graph vertices 
was attached to the selected pair of points. In [8], the number of 2-connected obstruction graphs for the Klein 

surface was calculated, part of the diagrams of these graphs is given in [10]. Note that the following definition 
of the cell distance is similar to that in [11].Our approach, as a continuation of [9], will consist in finding the 

edge covering of an obstruction graph of a given kind by the minimum number of subgraphs of the covering from 
the number of quasi-stars with centers - graphs with essential edges relative to the number of reachability or 

nonorientable genus during compression to a point or removal operations edges relative to a given set of points 
with reachability number 2 relative to the Euclidean plane and reachable on projective planes or Klein surfaces, 

for example, these are subsets of the set of points of graphs K4, K2,3, K5\е, Kr, r  2, or graph-obstructions of the 
projective plane. We also found the necessary conditions for constructing obstruction graphs for the Klein surface 

by identifying pairs of center points and hanging vertices of three quasi-stars, thus we have the basis of an algo-
rithm for constructing a larger number of obstruction graphs for the Klein surface. Hypothetically, a graph-ob-

struction of a given nonorientable genus has the form of a cylindrical surface with n, n  2, disks-bases and a side 
part, which can have common sets of points on the boundaries and on which are embedded, at least in part, the 

graph-centers of quasi-stars having a given set of reachability points 2 on the Euclidean plane, and on the side 
surface there are hanging edges that intersect on the plane and are inserted without crossing with the help of 

Möbius strips glued to the side surface. At the same time, the edges will have at least two nesting options in the 
side part of the cylindrical surface, but no more than the number of glued Möbius strips, thanks to which each 

hanging edge will nest on the Möbius strip, either with only one edge or with two adjacent edges. We have found 
the necessary conditions for constructing models of obstruction graphs for the Klein surface by identifying pairs 

of centers and hanging vertices of three quasi-stars, thus we have the basis of an algorithm for constructing a 
larger number of obstruction graphs for the Klein surface.  

The main result: statements 1, 2, 3 and the algorithm for constructing models of 3-connected graph-ob-
structions of the Klein surface. 

Keywords: φ-transformation of graphs, nonorientable surface, prototypes of graph-obstruction.  
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