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Досліджено застосування портфелів моди-

фікацій повторюваного ітерованого алгори-

тму табу для розв’язання квадратичної за-

дачі про призначення. Проведено обширні 

обчислювальні експерименти для встанов-

лення ефективності розглянутих портфелів. 

Для складної тестової задачі tai100a знайде-

но новий рекорд. 
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лів алгоритмів. 
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ПОРТФЕЛІ АЛГОРИТМІВ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ 

КВАДРАТИЧНОЇ ЗАДАЧІ ПРО ПРИЗНАЧЕННЯ 

Вступ. Квадратична задача про призначення (quadratic 

assignment problem, QAP) – добре відома класична за-

дача комбінаторної оптимізації. Вона має широкий 

спектр наукових та практичних застосувань в еконо-

міці, археології, статистичному аналізі, хімії тощо. 

Кількість реальних задач, які формулюються у термі-

нах QAP, постійно зростає, як і різноманітність галу-

зей, де вони виникають. Крім того, ряд відомих задач 

комбінаторної оптимізації можуть бути сформульова-

ні як QAP. Типовими прикладами є задача комівояже-

ра, оптимізаційні задачі на графах: пошуку максима-

льної кліки, про розбиття графу та ін. 

QAP – універсальна (NP-важка) задача, з обчислю-

вальної точки зору дуже складна. Збільшення кількос-

ті прикладних проблем, що описуються математич-

ними моделями QAP, і бурхливий розвиток обчислю-

вальної техніки, який розширює можливості 

розв’язання задач, привели до зростання інтересу дос-

лідників до вказаних задач. Розробка та вдосконален-

ня методів розв’язання QAP триває до цього часу (на-

приклад, [1–8]), зокрема з реалізацією на багатопро-

цесорних обчислювальних комплексах. Проте без 

ефективних паралельних методів, орієнтованих на за-

безпечення високої продуктивності обчислень, не мо-

жна використовувати ці обчислювальні ресурси. У 

зв’язку з цим важливу роль відіграють об’єднання 

(портфелі і команди) алгоритмів [9–11] для розпара-

лелювання процесу розв’язання задач дискретної оп-

тимізації та його прискорення. Можливість швидкого 

оброблення великих масивів даних дає змогу 

розв’язувати реальні задачі з різних галузей. 

У цій роботі представлено деякі результати прове-

дених авторським колективом досліджень, пов’язаних 

із застосуванням портфелів алгоритмів для 

розв’язання квадратичної задачі про призначення. 

Постановка задачі. Змістовна постановка QAP та-

ка. Нехай дано n об'єктів, які треба розмістити в n різ-

них локаціях (місцях призначення). Відомі величини 

aij потоків ресурсів між об'єктами i та j, i, j = 1,…, n, і 

відстані brs між локаціями r і s, r, s = 1,..., n. Потрібно 

знайти такий розподіл об'єктів по локаціях, щоб сума  
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відстаней, помножених на відповідні потоки, була мінімальною. 

Математичну постановку квадратичної задачі про призначення можна сформулювати так:  

знайти 

1 1

min ( )
i j

n

n n

ij

i j

f a b 


 

  
  

  
 , 

де     ijA a  
   і     ijB b  

   – квадратні матриці порядку n з невід’ємними елементами ,ij ija b , 

,    1  , ,  ,  ni j n    – множина всіх перестановок,  1    , ,  n n      – перестановка з n елементів над 

множиною {1,..., n}, така, що i  – номер локації i-го об'єкта. 

Математична модель квадратичної задачі про призначення може бути описана також у термі-

нах булевого квадратичного програмування. 

Як уже зазначалося, QAP – складна задача в обчислювальному відношенні. Це зумовлено ве-

ликим обсягом обчислень, необхідних для отримання значення цільової функції (порядку  2 )O n  і 

дослідження околу поточного розв’язку. При n ≥ 100 виконання хоча б 
2n  ітерацій локального по-

шуку вже – важка обчислювальна задача. 

Алгоритми та їхня ефективність. У роботі [6] запропоновано дві модифікації повторюваного 

ітерованого алгоритму табу RITS [3] розв’язання QAP: RITSR та RITSK. Вони відрізняються збу-

ренням на етапі диверсифікації найкращого знайденого розв’язку. В алгоритмі RITSR використо-

вується випадкове збурення, яке полягає у перестановці певної кількості елементів, що знаходяться 

на випадково вибраних позиціях. У алгоритмі RITSK збурення здійснюється за технологією виді-

лення ядра [12]. Згідно з цією технологією визначаються ті елементи перестановки, для яких збу-

рення найбільш імовірно має перспективу знаходження кращих розв’язків. 

Для дослідження ефективності алгоритмів необхідно мати представницьку множину тестових 

задач, на основі результатів розв’язання яких проводити порівняльний аналіз алгоритмів. Як тесто-

ві нами вибрано задачі taiXXa [13], де XX – їхня розмірність, які є найбільш важкими щодо обсягу 

обчислень. Особливістю цих задач є наявність великої кількості локальних мінімумів різної якості. 

У переважній більшості якість таких розв’язків не задовільна. На рис. 1 схематично показано на-

ближене розміщення розв’язків тестових задач tai100a. Надзвичайно висока щільність розташуван-

ня локальних мінімумів різної якості на всій множині перестановок робить задачі цього типу дуже 

складними щодо отримання хороших розв’язків за прийнятний час. 

Складні тестові задачі, які використовуються для оцінки ефективності алгоритмів, можуть ма-

ти відомий глобальний оптимум, або цей факт ще перебуває у процесі уточнення. Найкраще зна-

чення цільової функції (рекорд) представляє значний інтерес для дослідників, і час від часу вони 

роблять спроби отримати кращий результат. 

Так, для задачі tai100a, яка, як і багато років тому, залишається серйозним викликом для дослі-

дників усього світу, в 2017р. В.П. Шило отримав новий рекорд (21044752) за допомогою модифі-

кації повторюваного ітерованого алгоритму табу RITSK. При цьому кожна із 35 спроб розв’язання 

задачі тривала 20 годин на суперкомп’ютері СКІТ-4 Інституту кібернетики ім. В.М. Глушкова НАН 

України [14] для 128 процесорів. У 2019 р. А. Місевічюс покращив цей рекорд (21043560) [4] за 

допомогою оновленої версії алгоритму ітерованого пошуку табу ITS з ретельно підібраними пара-

метрами. Це досягнення зайняло декілька місяців обчислювальних затрат з використанням більш 

ніж десяти високопродуктивних процесорів, тобто алгоритм працював у режимі довготривалого 

пошуку. 
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РИС. 1. Схематичне розміщення розв’язків задач типу tai100a 

За останні 15 років (станом на 2019 р. [4]) кращими дослідниками в галузі оптимізації було 

отримано лише 6 разів нові рекорди для задачі tai100a. З наведених у світовій літературі результа-

тів можна зробити висновок, що для задач tai80a, tai100a під час проведення обчислювальних екс-

периментів майже неможливо повторити відомі рекорди. Тому стандартною практикою стало на-

водити відхилення (у відсотках) середнього значення цільової функції задачі від відомого рекорду, 

що вказує на якість алгоритму. Крім того, до характеристик, які дають уявлення про якість відпові-

дного алгоритму, варто віднести: мінімальний та середній час розв’язання задачі (отримання відо-

мого рекорду) для всіх спроб розв’язання, а також число success знайдених алгоритмом розв’язків 

зі значенням цільової функції, не гіршим рекорду. 

Алгоритми RITSR і RITSK реалізовано на мові C++, середовище Microsoft Visual Studio 2022. 

Для встановлення ефективності цих алгоритмів додатково до результатів [6] проведено експериме-

нтальні дослідження з розв’язання складної задачі tai100a. Під час їхнього проведення було зміне-

но параметри алгоритму RITSR порівняно з [6]. Обома алгоритмами виконано 40 спроб 

розв’язання цієї задачі. Обмеження за часом становили 2 год. для алгоритму RITSR і 20 год. для 

алгоритму RITSK. Зазначимо, що розрахунки для алгоритму RITSK виконувались на супер-

комп’ютері СКІТ-4. 

У таблиці для алгоритмів RITSR і RITSK наведено відхилення (у відсотках) середнього  cf  та 

найкращого 
 нf  значень цільової функції від рекорду BKS, отриманого А. Місевічюсом [4]. 

ТАБЛИЦЯ. Відхилення середнього та найкращого значень цільової функції від відомого рекорду 

            Алгоритм 

Задача 
BKS RITSR RITSK 

   cf  
 нf  

 cf  
 нf  

tai100a 21043560 0.274 0.138 0.247 0.160 
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Проведені експериментальні розрахунки показали конкурентоздатність алгоритмів RITSR і 

RITSK. 

Портфелі алгоритмів. Об’єднанням алгоритмів назвемо деяку підмножину множини A алго-

ритмів, які працюють паралельно над розв’язанням однієї задачі. 

Об’єднання алгоритмів, які не обмінюються інформацією і працюють незалежно один від од-

ного, називають портфелем алгоритмів. Хоча алгоритми портфеля працюють незалежно один від 

одного, для зручного оброблення отримані ними результати варто зберігати в одному загальнодос-

тупному місці. Після завершення роботи всіх алгоритмів множини A портфеля вибирають найкра-

щий з отриманих розв’язків задачі. 

Ефективність застосування портфелів у значній мірі залежить від задачі, зокрема від структури 

її оптимумів, та алгоритмів портфеля – будівельного блоку об’єднання. Використання портфелів 

алгоритмів зумовлене простим протоколом їхньої роботи, що не вимагає синхронізації у процесі 

обчислень. З ними зручно порівнювати команди алгоритмів та інші об’єднання складної структури. 

Об’єднання алгоритмів успішно було застосовано для розв’язання задачі про максимальний 

зважений розріз графу (WMAXCUT) методом глобального рівноважного пошуку (ГРП) [9–11]. Згі-

дно з отриманими результатами портфелі алгоритмів ГРП наближаються до лінійного коефіцієнта 

прискорення, а командний підхід забезпечує надлінійне прискорення пошуку високоякісних 

розв’язків задачі WMAXCUT. 

Нами проведено дослідження однорідних портфелів алгоритмів RITSR та RITSK для квадра-

тичної задачі про призначення, започатковані в роботі [15]. Однорідний портфель дає змогу пара-

лельно запускати декілька копій одного імовірнісного алгоритму [16] для розв’язання конкретної 

задачі. Копією називається екземпляр рандомізованого алгоритму, випадкова поведінка якого ви-

значається датчиком псевдовипадкових чисел, отриманий при одному початковому значенні цього 

датчика. Очевидно, що при різних початкових значеннях датчика будуть створюватися різні копії 

вихідного алгоритму. Вони дають змогу здійснювати пошук відмінних між собою розв’язків. 

Розглянуто різні конфігурації однорідних портфелів port, які включали N = 8,16,32,64,128 ал-

горитмів, та виконано 6800 їхніх запусків тривалістю 2 год. кожен для алгоритму RITSR та 4480 

запусків тривалістю 20 год. кожен для алгоритму RITSK. У результаті було отримано статистичні 

дані для оцінки ефективності конфігурацій портфелів. 

За допомогою послідовності пар {( , )}r i iH f t ,   1  , ,r N  , де if  – значення цільової функції, 

it  – час знаходження if  алгоритмом перший раз, записувалась історія запусків для кожного запус-

ку r. Для оцінки середнього часу знаходження tf  за допомогою портфеля з N алгоритмів було виб-

рано N історій запусків 1, , NH H  і обчислено час роботи портфеля  

 
=1, ,

( ) = min{ | ( , ) , } .minN t i i i r i t
r N

t f t f t H f f   

Для врахування випадковості оцінювався середній час знаходження заданого значення цільо-

вої функції [ ( )]N tE t f  через пробні вибірки з усіх незалежних історій запуску. Використовувалося 

500000 пробних вибірок для всіх оцінок. 

Результати обчислювального експерименту показано на рис. 2 і 3. На них показана залежність 

коефіцієнтів паралельного прискорення роботи портфелів алгоритмів RITSK та RITSR, розрахова-

них відносно одного алгоритму, від кількості їхніх алгоритмів. 
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РИС. 2. Прискорення процесу розв’язання задачі tai100a портфелями алгоритмів RITSK 

Так, для дуже складної задачі tai100a портфель із 32 алгоритмів RITSR у 36 рази швидше, ніж 

один алгоритм, знаходить розв’язок задачі з таким самим значенням цільової функції, а за допомо-

гою портфеля із 128 алгоритмів знаходиться такий самий розв’язок у 146 разів швидше.  

Портфель із 32 алгоритмів RITSK знаходить розв’язок задачі tai100a з таким самим значенням 

цільової функції у 34 рази швидше, ніж один алгоритм, а за допомогою портфеля із 128 алгоритмів 

знаходиться такий самий розв’язок у 138 разів швидше. Як видно з рис. 2, 3, максимальний коефі-

цієнт прискорення досягається для розв’язків високої якості. 

Аналіз отриманих результатів експериментальних розрахунків свідчить про те, що коефіцієнти 

прискорення портфелів алгоритмів RITSR і RITSK наближаються до лінійного коефіцієнта прис-

корення. 

Зазначимо, що на графіку рис. 2 помітні деякі коливання коефіцієнтів прискорення. Це, очеви-

дно, залежить від часу (20 год.), виділеного на одну спробу розв’язання задачі, коли алгоритм має 

більше можливостей для знаходження кращих розв’язків. При цьому на їхній пошук витрачається 

більше часу і відповідно коефіцієнт прискорення зменшується. 

За допомогою портфеля із 16 алгоритмів RITSR для складної задачі tai100a знайдено новий ре-

кордний розв’язок  best  = ( 68  26  57  49  88  67  13  33  41  38  40  65  70  16  32  43  96  1  58  11  
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77  72  47  18  14  19  22  59  2  86  8  66  60  27  74  98  50  44  54  4  6  7  34  62  9  52  82  21  79  89  

28  56  15  97  35  23  25  53  61  39  92  17  30  78  46  76  84  12  83  29  51  37  75  73  95  90  36  5  64  

55  94  69  100  91  10  93  20  81  24  85  3  31  71  80  63  87  99  48  42  45) з відповідним рекордом 

fbest = 21040996. При цьому кожна із 425 спроб розв’язання задачі тривала 2 год. 

 

 

РИС. 3. Прискорення процесу розв’язання задачі tai100a портфелями алгоритмів RITSR 

Висновки. З використанням портфелів модифікацій повторюваного ітерованого алгоритму та-

бу досліджено паралельні алгоритми розв’язання квадратичної задачі про призначення. Вони да-

ють змогу пришвидшити оптимізаційний процес (в залежності від розмірності задачі, кількості ви-

користаних процесорів) та розв’язувати за рахунок цього задачі великої розмірності. Так, для скла-

дної тестової задачі tai100a знайдено за допомогою портфеля із 16 алгоритмів новий рекорд. 
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Вступ. Квадратична задача про призначення – класична, NP-важка задача комбінаторної оптиміза-

ції, яка має широкий спектр застосувань в економіці, археології, хімії тощо. Розробка та вдосконалення 

методів її розв’язання триває до цього часу, зокрема з реалізацією на багатопроцесорних обчислюваль-

них комплексах. Проте без ефективних паралельних методів не можна використовувати ці обчислюва-

льні ресурси. У зв’язку з цим важливу роль відіграють об’єднання (портфелі і команди) алгоритмів для 

розпаралелювання процесу розв’язання таких задач. 

Мета роботи – для розв’язання квадратичної задачі про призначення застосувати портфелі моди-

фікацій повторюваного ітерованого алгоритму табу. Дослідити ефективність розглянутих портфелів на 

основі експериментальних розрахунків. 

Результати. Розглянуто застосування портфелів модифікацій повторюваного ітерованого алгори-

тму табу для розв’язання квадратичної задачі про призначення. Для найбільш важких щодо обсягу об-

числень тестових задач додатково до відомих результатів авторів проведено на суперкомп’ютері СКІТ-

4 експериментальні дослідження, які підтвердили конкурентоздатність цих алгоритмів. З використан-

ням портфелів розглянутих алгоритмів досліджено також ефективність паралельних алгоритмів 

розв’язання квадратичної задачі про призначення. Вони дають змогу пришвидшити оптимізаційний 

процес (в залежності від розмірності задачі, кількості використаних процесорів) та розв’язувати за ра-

хунок цього задачі великої розмірності. 

Висновки. Проведені дослідження свідчать про те, що використання портфелів алгоритмів дає 

змогу пришвидшити процес розв’язання квадратичної задачі про призначення. З аналізу їхніх результа-

тів випливає, що коефіцієнт прискорення портфеля алгоритмів наближається до лінійного коефіцієнта 

прискорення. Для складної тестової задачі tai100a знайдено за допомогою портфеля із 16 алгоритмів 

новий рекорд 21040996. 

Ключові слова: квадратична задача про призначення, портфелі алгоритмів, експериментальні до-

слідження, ефективність портфелів алгоритмів. 
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Introduction. The quadratic assignment problem is a well-established NP-hard problem in combinatorial 

optimization with applications in diverse fields like economics, archaeology, and chemistry. Due to its com-

plexity, research on efficient solution methods remains active, including efforts for parallelization on multipro-

cessor computing systems. However, effective parallel algorithms are crucial to fully leverage these computa-
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tional resources. In this context, algorithm unions (portfolios and teams) play a significant role in achieving 

parallel execution for solving such problems. 

Research objectives. This work investigates the application of portfolios constructed from modifications 

of the repeated iterated tabu search algorithm to the quadratic assignment problem. The effectiveness of these 

portfolios was evaluated through experimental computations. 

Results. The portfolios, derived from modifications of the repeated iterated tabu search algorithm, were 

applied to the quadratic assignment problem. For the most demanding test instances, the proposed algorithms 

were evaluated on the SCIT-4 supercomputer, alongside previously published results from the authors, con-

firming their competitive performance. Additionally, we assessed the parallel efficiency of these portfolios in 

solving instances of the quadratic assignment problem. The results demonstrate their ability to accelerate the 

optimization process (with speedup dependent on problem size and utilized processors), enabling the solution 

of large-scale problems. 

Conclusions. The conducted studies demonstrate that employing algorithm portfolios significantly accel-

erates the solution process for the quadratic assignment problem. Analysis of the results reveals a near-linear 

speedup factor achieved by the portfolio. For the challenging test instance tai100a, a new best solution value of 

21040996 was obtained using a portfolio of 16 algorithms. 

Keywords: quadratic assignment problem, algorithm portfolios, experimental research, algorithm portfo-

lios efficiency. 


