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Розглядаються задачі маршрутизації безпіло-

тних літальних апаратів (БПЛА). Наведено 

класифікацію задач. Запропоновано низку ма-

тематичних моделей оптимізаційних задач 

маршрутизації БПЛА за наявності однієї або 

декількох баз для поповнення польотного ре-

сурсу з метою мінімізації сумарного часу ви-

конання завдання при обстеженні заданої 

множини цілей.    
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ПРО ЗАДАЧІ МАРШРУТИЗАЦІЇ БПЛА 

Вступ. Безпілотні літальні апарати (БПЛА, Unmanned 

Aerial Vehicles – UAV) привертають значний інтерес у 

різних сферах, таких як логістика, оборона, пошук і ря-

тування, сільське господарство, виробництво та еколо-

гічний моніторинг. Ефективне використання цих гнуч-

ких ресурсів вимагає розробки систем координації та 

моніторингу, які б забезпечували безпечний, безаварій-

ний та ефективний за обраним критерієм маршрут для 

одного БПЛА чи їх групи. У літературі зустрічаються 

різні назви та абревіатури задачі маршрутизації з вико-

ристанням БПЛА, наприклад, UAV routing problem 

(UAVRP) [1] або з уточненням electric vehicle routing 

problem (EVRP) [2]; при використанні гібридних тран-

спортних систем – задачі комівояжера з помічниками 

(FSTSP) [3–4], задачі маршрутизації з дронами (VRP 

with drones, VRPD) [5–8], задачі маршрутизації дрона 

разом з вантажівкою (VRP with truck, VRP-T) [9–10]. 

Такі задачі є продовженням і розвитком класичної 

VRP, маючи, в той же час, свою специфіку [11–12]. Ак-

туальними питаннями є визначення сучасного стану за-

дач маршрутизації БПЛА, систематизація й аналіз ная-

вних досліджень у сфері маршрутизації БПЛА, зосере-

джуючись на існуючих проблемах у загальній системі 

маршрутизації транспортних засобів та особливостях 

зазначених задач маршрутизації. 

Враховуючи важливість для практики, кількість пу-

блікацій, що присвячені проблемам використання 

БПЛА, з року в рік стрімко зростає. Серед цих публіка-

цій можна виділити такі ключові напрямки.  

1. Інтеграція безпілотників з наземними транспо-

ртними засобами. Особливістю планування багатьох 

місій з БПЛА стало використання гібридних транспор-

тних систем, у яких БПЛА може перевозитися автомо-

білем чи іншим транспортним засобом, злітаючи і при-

земляючись у певних місцях на маршруті цього засобу. 

У роботах цього напрямку показано, як ефективно ком-

бінувати використання безпілотників з традиційними 

вантажівками для оптимізації доставки "останньої 

милі" [13–20]. Синергія співпраці безпілотників та ва-

нтажівок дозволяє значно скоротити загальні витрати 

та час доставки і тим самим підвищити ефективність 

доставки товарів чи виконання інших місій [21–27]. 
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2. Енергоефективність і вибір швидкості безпілотників. Деякі дослідження концентруються 

на аналізі впливу швидкості польоту безпілотників на їх енергоспоживання та вартість експлуатації, 

пропонуючи стратегії вибору оптимальної швидкості для збалансування між швидкістю доставки та 

витратами [28–30]. 

3. Використання безпілотників для моніторингу об’єктів інфраструктури. Сюди відно-

сяться роботи, присвячені моніторингу стану важкодоступних технічних об’єктів (наприклад, вітро-

генераторів чи ліній енергопередач або газопроводів),  технічного обслуговування, інвентаризації 

активів, картографуванню за допомогою безпілотників (збір даних та створення карт) [31–32]  тощо. 

Так у [33] подано інноваційні підходи до використання безпілотників для швидкої оцінки пошко-

джень після природних катастроф, оптимізуючи маршрутизацію для ефективного огляду пошкодже-

них ділянок.  

4. Виробничі застосування. У сфері виробничих систем більшість досліджень фокусується на 

автоматизованих керованих транспортних засобах (AGV – Automated Guided Vehicle) [34], маршру-

тизації мобільних роботів [35–37] або повітряних роботах [38], які належать до класу БПЛА. Вико-

ристання БПЛА є суттєвою альтернативою гелікоптерам та літакам, позаяк забезпечує значні еконо-

мічні вигоди, оскільки експлуатаційні витрати, такі як години польоту, кількість палива та зарплати 

пілотів, істотно зменшуються. Значна частина переваг полягає в тому, що безпілотники можуть здій-

снювати більше польотів або облетів, що призводить до збільшення обсягу зібраної інформації. 

5. Використання безпілотників у військовій справі. Військова стратегія визначає розвідку як 

ключовий елемент для успішного ведення операцій, де основним завданням є збір важливої та своє-

часної інформації для обґрунтованого прийняття стратегічних рішень. Вона є невід'ємним компоне-

нтом для планування операцій, визначення позицій ворога та координації руху військових підрозді-

лів. У військовому контексті, де БПЛА використовуються для ідентифікації потенційних цілей для 

ударів, їхня роль у ефективній розвідці є незамінною. Оптимізація маршрутизації БПЛА орієнтована 

на максимально ефективне покриття визначених цілей, мінімізуючи час та ресурси, необхідні для 

виконання місії [5, 39–40]. 

6. Маршрутизація і оптимізація. У низці статей розглядають розробку алгоритмів для оптима-

льного планування маршрутів безпілотників, враховуючи обмеження на витривалість батареї, ван-

тажопідйомність, а також заборонені для польоту зони [41–44]. В них використовуються різні мате-

матичні методи та алгоритми для досягнення цієї мети. Необхідно врахувати, що в умовах мирного 

часу та в контексті цивільного суспільства, оптимізація маршрутів безпілотних літальних апаратів 

стане ключовою для підтримки миру та стабільності. Важливо зосередитися на аспектах логістики 

та розвідки, які сприяють ефективній відповіді на надзвичайні ситуації та проведенню гуманітарних 

операцій.  

Метою більшості задач маршрутизації БПЛА є мінімізація загальних (транспортних) витрат чи 

часу виконання місії БПЛА, а їхнім розв’язком – набір маршрутів, які починаються і закінчуються в 

депо та задовольняють обмеженню, що всі клієнти обслуговуються тільки один раз.  

Задачі маршрутизації безпілотників за своєю суттю близькі до відомих задач маршрутизації тра-

нспортних засобів (Vehicle Routing Problem, VRP) [25, 29, 32].  

У VRP у більшості випадків використовуються транспортні засоби з певними обмеженнями, та-

кими як вантажопідйомність, наявність часових вікон прийому у користувачів, максимальна відс-

тань, яку може пройти транспортний засіб, обмеження на кількість пунктів, які може відвідати кожен 

транспортний засіб тощо. Зазвичай, ці транспортні засоби можуть рухатись заздалегідь визначеними 

шляхами (дорогами), і задача полягає у визначенні порядку об’їзду пунктів транспортними засо-

бами, що рухаються цими дорогами, з метою мінімізації загальної вартості (наприклад, вартості  
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палива або часу). У VRPD ж безпілотники здатні літати напряму між пунктами та депо, не обмежу-

ючись традиційними дорогами або маршрутами, але мають обмежений часовий ресурс польоту та 

певні обмеження на вантажопідйомність. Водночас наявні певні аналогії із VRP з декількома пунк-

тами базування (депо) – стаціонарними чи динамічними [10–12]. 

 

2. Огляд літератури та класифікація задач 

Згідно аналізу наукових джерел задачі маршрутизації безпілотників можна класифікувати за: 

1) кількістю безпілотників:  

– одиночні безпілотні системи, у яких розглядається оптимізація маршруту для одного безпі-

лотника; 

– мультибезпілотні системи, де для виконання завдань використовується кілька безпілотників, 

що дозволяє збільшити ефективність доставки та охоплення території; 

2) кількістю депо (пунктів зльоту-посадки, дозарядки):  

– одне депо; 

– декілька депо; 

3) кількістю перезарядок:  

– обмежена; 

– необмежена; 

4) наявністю додаткових умов:  

– наявність безпольотних зон (no-fly zones), що викликає необхідність адаптації маршрутів з 

урахуванням заборонених зон; 

– фіксовані/не фіксовані пункти зльоту/посадки; 

– однаковий/різний пріоритет цілей; 

– обмеження на вантажопідйомність; 

– інтеграція безпілотників з іншими транспортними засобами, оптимізація спільної роботи без-

пілотників та наземних транспортних засобів для максимізації ефективності обслуговування; 

– радіус обльоту навколо цілі для чіткого або наближеного обстеження досліджуваних цілей; 

5) критерієм оцінювання розв’язків: 

– мінімізація часу обстеження заданої множини цілей, яка полягає у такому плануванні марш-

рутів, щоб загальний час, необхідний для відвідування та обстеження всіх визначених цілей, був 

мінімальним; 

– максимізація кількості цілей за встановлений час; цей критерій орієнтований на виконання 

максимальної кількості задач у рамках обмеженого часового вікна, що може бути важливим для мі-

сій з обмеженими часовими рамками, де потрібно максимізувати ефективність використання БПЛА; 

– максимізація зваженої кількості цілей за встановлений час. Тут мова йде про максимізацію 

сумарного зваженого внеску цілей, де кожна ціль має певну вагу, яка вказує на її важливість або 

пріоритетність; 

6) сталістю умов: 

– у статичних задачах умови вважаються незмінними протягом усього процесу маршрутизації; 

– у динамічних задачах умови можуть змінюватися під час проходження маршрутів, тому їх 

планування потребує корекції на основі актуальної інформації, яка надходить в реальному часі. 

Врахування цих параметрів та обмежень призводить до складних задач оптимізації, для розв'я-

зування яких необхідно розробляти спеціальні алгоритми. 

Вищенаведена класифікація задач маршрутизації безпілотників є результатом аналізу джерел, 

частина яких зведена в таблиці. 
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ТАБЛИЦЯ. Джерела за класами задач 

Параметри /об-

меження /мета 
Джерела Методи Опис 

1 2 3 4 

Наявність декі-

лькох депо 

[12], [16–18], 

[20], [28–29], 

[32–33], [35–

38], [41–42], 

[45–52] 

Генетичний алгоритм, метод 

пошуку на основі ймовірніс-

них дорожніх карт для отри-

мання Парето-оптимального 

розв'язку задачі. Оптиміза-

ція мурашиними колоніями 

Аналіз впливу використання одного чи 

декількох депо на ефективність маршру-

тизації безпілотників з метою оптиміза-

ції логістичних операцій 

Послідовність 

відвідування 

депо 

[18–20], [33], 

[41], [47–48], 

[50], [53] 

Алгоритми перебудови мар-

шруту, змішане цілочислове 

лінійне програмування, 

табу-пошук 

Розглядається стратегічне планування 

маршрутів з можливим поверненням 

безпілотників у депо для підзарядки або 

зміни завдання 

Декілька стан-

цій підзарядок 

(депо) 

[29], [33], 

[48], [51], 

[53–55] 

Лінійне програмування, зве-

дення до задачі багатьох ко-

мівояжерів 

Планування розміщення і кількості ста-

нцій підзарядки для підтримки безпере-

рвної роботи безпілотників на заданих 

територіях 

Декілька безпі-

лотників (му-

льти-безпілотні 

системи) 

[12], [17], 

[20], [28–29], 

[32–33], [38], 

[41–43], [49], 

[52–53], [56–

57] 

Оптимізація мурашиними 

колоніями, задача багатьох 

комівояжерів  

Оптимізація використання флоту безпі-

лотників для максимізації покриття та 

ефективного виконання завдань, оптимі-

зація маршрутів 

Обмежена ван-

тажопідйом-

ність 

[16], [18], 

[29], [33], 

[46–47], [49], 

[50–51], [55], 

[57–58] 

Алгоритм адаптивної вста-

вки, евристичні методи, ге-

нетичний алгоритм з вели-

ким пошуком по сусідству 

Аналіз впливу вантажопідйомності на 

планування маршрутів і вибір завдань 

для безпілотників, враховуючи їх міст-

кість 

Фізичні обме-

ження безпіло-

тника 

[19], [33], 

[43], [48], 

[51], [59] 

Оптимізація Ляпунова, гіб-

ридний генетичний алго-

ритм з великим пошуком по 

сусідству 

Врахування фізичних характеристик 

безпілотників, таких як максимальна 

швидкість і радіус повороту, для реалі-

зації більш точних і безпечних маршру-

тів 

Врахування пе-

решкод 

[16], [19], [55] Методи машинного нав-

чання, генетичний алгоритм, 

покращений алгоритм рою 

частинок 

Розробка маршрутів з урахуванням мо-

жливих перешкод на шляху безпілотни-

ків для забезпечення безпеки польотів 

Обмеженість 

повітряного 

простору 

[16–18], [20], 

[28–29], [32], 

[37], [46–48], 

[51], [54–55], 

[58] 

Адаптивний пошук в околах, 

розгорнута модель заби-

рання та доставки з часо-

вими вікнами, метод гілок та 

меж, евристичні методи, гіб-

ридні методи, Q-навчання 

Дослідження зосереджені на адаптації 

маршрутів БПЛА відповідно до обмеже-

ності повітряного простору, що перед-

бачає уникання певних зон (наприклад, 

зон з відсутнім або недостатнім рівнем 

GPS-сигналу) або розробку іншого 

шляху 

Радіус обльоту 

навколо цілі 

[20], [28], 

[33], [41], 

[47], [55] 

Евристичні методи, алго-

ритм табу-пошуку, генетич-

ний алгоритм, імітаційне мо-

делювання 

Розробка маршрутів із зазначенням ра-

діуса дії безпілотників для обстеження 

цілей, забезпечуючи ефективне пок-

риття об'єктів 
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Закінчення таблиці 

1 2 3 4 

Пріоритезація 

цілей  

[16], [18], 

[20], [32], 

[41], [47], [50] 

Алгоритми пріоритезації, 

змішане цілочислове програ-

мування, евристичні методи 

Врахування важливості різних цілей для 

оптимізації послідовності їх відвіду-

вання, підвищуючи загальну ефектив-

ність місії 

Мінімізація за-

гального часу 

польоту 

[16], [18–20], 

[28], [41–43], 

[46–48], [50], 

[53], [58], [60] 

Метод гілок та меж, алго-

ритм адаптивної вставки, ге-

нетичні алгоритми, евристи-

чні методи 

Дослідження зосереджено на створенні 

найкращих маршрутів д ля безпілотни-

ків,  щоб зменшити час польоту з 

урах уванням обмежень радіус у дії та 

потужності 

Максимізація 

кількості цілей 

обльоту  

[17], [32], [49] Евристичні підходи, іміта-

ційне та стохастичне моде-

лювання 

Дослідження спрямоване  н а  покра-

щення кіл ькості обслугов уваних  цілей 

аб о точок доставк и  протяг ом певного 

п еріоду ча су  за допомогою безпілотни-

ків для підвищення ефективності л огіс-

тики в різних сферах. 

Мінімізація за-

гальних витрат 

ресурсів 

[29], [33], 

[51], [55] 

Евристичні методи, динамі-

чне програмування 

Розробка стратегій маршрутизації, спря-

мованих на зниження витрат на експлу-

атацію безпілотників і вантажівок, зок-

рема витрат на енергію і час, врахову-

ючи різноманітні логістичні обмеження 

Динамічна ма-

ршрутизація 

[45], [61–62] Методи адаптації, стохасти-

чне моделювання, гибридні 

методи 

Розробка методів оперативного коригу-

вання траєкторії БПЛА з урахуванням 

зміни ситуації (зміна погодних умов або 

поява несподіваних перешкод на марш-

руті 

 

3. Математичні моделі задач маршрутизації безпілотних літальних апаратів 

Розглянемо математичні моделі деяких важливих практичних задач маршрутизації БПЛА. 

 

Задача І (задача з однією базою) 

Маємо один БПЛА, множину цілей для обстеження та транспортний засіб (ТЗ), який знахо-

диться на базі 𝐵1. БПЛА повинен облетіти цілі, стартуючи з бази 𝐵1. Оскільки БПЛА має обмежений 

польотний ресурс, то до його вичерпання він повинен повернутися на базу, пройти обслуговування 

(поповнення польотного ресурсу) і продовжити обліт цілей. Завдання полягає у визначенні такої 

множини підмаршрутів БПЛА, які починаються та закінчуються в базі  𝐵1, та часових інтервалів 

обслуговування на базі, щоб провести обстеження усіх цілей за мінімальний час з урахуванням об-

меженості польотного ресурсу БПЛА. 

Вхідні дані: координати бази 𝐵1; координати цілей; ресурс 𝑡 БПЛА у часовому вимірі (час у 

польоті без поповнення); час 𝜏 відновлення ресурсу (обслуговування) на базі; швидкість 𝑣 БПЛА. 

Проміжні дані: матриця 𝐷 відстаней як між цілями, так і між цілями та базою; матриця 𝐶 часів 

переміщення БПЛА між пунктами. 

Вихідні дані: кількість підмаршрутів обльоту цілей; порядок обльоту цілей в кожному підмарш-

руті; часовий розклад поповнення ресурсу; загальний час виконання обстеження. 

Математична модель Задачі І. 

Дано: множина 𝐽 = {1, … 𝑛} цілей (𝑛 – їх кількість); {0} – місце розміщення бази 𝐵1;  матриця 

𝑐𝑘𝑙 =
𝑑𝑘𝑙

𝑣
 (𝑘, 𝑙 ∈ {0,1, … , 𝑛}) часів переміщення БПЛА між пунктами. 
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Необхідно розбити множину 𝐽 на 𝑅 упорядкованих підмножин (𝑅 є шуканою величиною), що 

відповідають підмаршрутам обльоту цілей, 𝐽1 = (𝑗1
1, 𝑗2

1 … 𝑗𝑛1
1 ), … , 𝐽𝑅 = (𝑗1

𝑅 , 𝑗2
𝑅 … 𝑗𝑛𝑅

𝑅 ) таких, що 

⋃𝑟=1
𝑅 𝐽𝑟 = 𝐽 та 𝐽𝑖 ∩ 𝐽𝑗 = ∅,  для 𝑖 ≠ 𝑗, щоб мінімізувати час виконання завдання із обльоту цілей і при 

цьому сумарний час польоту на кожному підмаршруті був би не більшим ніж ресурс БПЛА у часо-

вому вимірі без поповнення: 

𝐶𝑟 = 𝑐0𝑗1
𝑟 + ∑ 𝑐𝑗𝑞

𝑟𝑗𝑞+1
𝑟 + 𝑐𝑗𝑛𝑟

𝑟 0

𝑛𝑟−1

𝑞=1

≤ 𝑡, 𝑟 = 1, . . , 𝑅.                                         (1) 

Цільова функція.  Сумарний час виконання завдання (сума часів проходження усіх підмаршрутів 

та часів обслуговувань БПЛА між польотами) повинен бути мінімальним: 

𝑧 = ∑ 𝐶𝑟

𝑅

𝑟=1

+ (𝑅 − 1)𝜏 → min.                                                              (2) 

Примітка 1. Якщо кількість допустимих підмаршрутів 𝑅 = 1, то 𝑧 = ∑ 𝐶𝑟
𝑅
𝑟=1 , оскільки час об-

слуговування БПЛА на базі можна не враховувати. 

Примітка 2. Зауважимо, що тут і далі  𝑛𝑟 = |𝐽𝑟|, 𝑟 = 1, … , 𝑅, ∑ 𝑛𝑟
𝑅
𝑟=1 = 𝑛. 

Примітка 3. Часовий розклад поповнення ресурсу визначається за результатами розв’язування 

задачі (1)–(2), а саме з урахуванням  кількості підмаршрутів обльоту цілей та порядку обльоту цілей 

в кожному підмаршруті. 

 

Задача ІІ (задача про вибір однієї з двох баз) 

Маємо один транспортний засіб, один БПЛА, множину цілей для обстеження та місцезнахо-

дження двох баз 𝐵1 і 𝐵2. Час переміщення ТЗ між базами відомий. БПЛА може починати обстеження 

цілей з будь-якої із заданих двох баз. При цьому використання обох баз одночасно виключається. Це 

означає, що можливі тільки такі два варіанти дій: 1) ТЗ знаходиться в 𝐵1, БПЛА стартує з ТЗ, обсте-

жує цілі, періодично повертаючись на ТЗ для обслуговування, і фінішує на ТЗ; 2) ТЗ переїжджає з 

𝐵1 в 𝐵2 , БПЛА стартує з ТЗ, обстежує цілі, періодично повертаючись на ТЗ для обслуговування, і 

фінішує на ТЗ. Завдання полягає у визначенні, з якої із заданих двох баз можна провести обстеження 

за менший час. Таким чином, задача розбивається на дві незалежні підзадачі. На основі знайдених 

тривалостей проходження маршрутів (що складаються з множини підмаршрутів) приймається рі-

шення щодо вибору бази для реалізації плану обстеження – їй відповідає менше значення часу ви-

конання обстеження. 

Вхідні дані: до вхідних даних Задачі І додаються координати бази 𝐵2. 

Вихідні дані: база, з якої будуть виконуватись обльоти цілей; множина підмаршрутів обльоту 

цілей; часовий розклад поповнення ресурсу; загальний час виконання обстеження. 

По суті необхідно розв’язати дві незалежні задачі: Задачу ІІ.1 (база в 𝐵1) та Задачу ІІ.2 (база в 

𝐵2). Задача ІІ.1 повністю співпадає з Задачею І. Відмінності Задачі ІІ.2 від Задачі І полягають у 

наступному: {0} – місце розміщення бази 𝐵2, а цільова функція має вигляд: 

𝑧 = 𝛥 + ∑ 𝐶𝑟

𝑅

𝑟=1

+ (𝑅 − 1)𝜏 → min.                                                            (3) 
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Задача ІІІ (задача з синхронізацією БПЛА та ТЗ з двома базами, де одна з баз є основною ) 

Маємо транспортний засіб, один БПЛА, множину цілей для обстеження та місцезнаходження 

двох баз 𝐵1 і 𝐵2 разом з часом переміщення транспортного засобу між ними. БПЛА стартує з транс-

портного засобу, що знаходиться на базі 𝐵1, а транспортний засіб при цьому вирушає до бази 𝐵2, 

тому приземлення чи обслуговування далі може відбуватися уже лише на базі 𝐵2.  

Завдання полягає у такому визначенні фрагментів маршруту БПЛА та часових інтервалів синх-

ронного обслуговування на базі 𝐵2, щоб провести обстеження цілей за мінімальний час. Сенс синх-

ронізації полягає у тому, що час переміщення транспортного засобу до бази 𝐵2 має бути не меншим, 

ніж час проходження першого фрагмента маршруту БПЛА, тобто щоб транспортний засіб прибув до 

𝐵2 раніше, ніж БПЛА, і чекав на нього. 

Задача розбивається на дві підзадачі: 

– Підзадача ІІІ.1 – пошук такого підмаршруту БПЛА, щоб він злетів з В1, обстежив певну кіль-

кість цілей та дістався до В2 за час, не менший, ніж час ТЗ в дорозі, та максимально використав свій 

ресурс; 

– Підзадача ІІІ.2. – визначення підмаршрутів БПЛА з базою в В2, щоб провести обстеження ці-

лей, що залишились, за мінімальний час. 

Вхідні дані: Задачі ІІІ співпадають із вхідними даними Задачі ІІ (3).  

Вихідні дані: співпадають з вихідними даними Задачі І. 

 

Математична модель Задачі ІІІ. 

Дано: множина цілей  𝐽 = {1, … , 𝑛}; місця розміщення баз 𝐵1 та 𝐵2 {0, 𝑛 + 1}; матриця 

{𝑐𝑘𝑙} (𝑘, 𝑙 ∈ {0, 1, 2, … , 𝑛, 𝑛 + 1}) часів переміщення БПЛА між пунктами. 

Необхідно розбити множину 𝐽 на 𝑅 упорядкованих підмножин (𝑅 – шукана величина), що від-

повідають підмаршрутам обльоту цілей 𝐽1 = (𝑗1
1, 𝑗2

1 … 𝑗𝑛1
1 ), … , 𝐽𝑅 = (𝑗1

𝑅 , 𝑗2
𝑅 … 𝑗𝑛𝑅

𝑅 ), таких що ⋃𝑟=1
𝑅 𝐽𝑟 = 𝐽 

та 𝐽𝑖 ∩ 𝐽𝑗 = ∅, для 𝑖 ≠ 𝑗. 

Обмеження. 

Сумарний час першого підмаршруту повинен бути не більшим ніж час у польоті БПЛА без  

поповнення: 

𝐶1 = 𝑐0𝑗1
1 + ∑ 𝑐𝑗𝑞

1𝑗𝑞+1
1

𝑛1−1

𝑞=1

+ 𝑐𝑗𝑛1
1 (𝑛+1) ≤ 𝑡.                                                         (4) 

Крім того, час цього першого підмаршруту БПЛА (між двома базами) повинен бути не меншим 

за час переміщення транспортного засобу від першої до другої бази: 

𝐶1 = 𝑐0𝑗1
1 + ∑ 𝑐𝑗𝑞

1𝑗𝑞+1
1

𝑛1−1

𝑞=1

+ 𝑐𝑗𝑛1
1 (𝑛+1) ≥ 𝛥.                                                        (5) 

Сумарний час усіх наступних підмаршрутів (що починаються і закінчуються в базі 𝐵2) повинен 

бути не більшим ніж час у польоті БПЛА без поповнення: 

𝐶𝑟 = 𝑐(𝑛+1)𝑗1
𝑟 + ∑ 𝑐𝑗𝑞

𝑟𝑗𝑞+1
𝑟

𝑛𝑟−1

𝑞=1

+ 𝑐𝑗𝑛𝑟
𝑟 (𝑛+1) ≤ 𝑡, де 𝑟 = 2, . . , 𝑅.                                (6) 

 

Цільова функція: 𝑧 = ∑ 𝐶𝑟
𝑅
𝑟=1 + (𝑅 − 1)𝜏 → 𝑚𝑖𝑛. 
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Задача IV (задача з синхронізацією БПЛА  та ТЗ з двома рівнозначними базами) 

Маємо транспортний засіб, один БПЛА, множину цілей для обстеження та місцезнаходження 

двох баз 𝐵1 і 𝐵2 разом з часом переміщення транспортного засобу між ними. БПЛА стартує з транс-

портного засобу, що знаходиться на базі 𝐵1 та облітає множину цілей формуючи перший підмарш-

рут. Після цього БПЛА повертається на базу 𝐵1 та встає на обслуговування. Так може повторюватись 

декілька разів. Далі транспортний засіб вирушає до бази 𝐵2, тому приземлення чи обслуговування 

далі може відбуватися уже лише на базі 𝐵2. Завдання полягає у такому визначенні підмаршрутів 

БПЛА та часових інтервалів синхронного обслуговування на базах 𝐵1 та 𝐵2, щоб провести обсте-

ження цілей за мінімальний час. Сенс синхронізації полягає у тому, що час переміщення транспорт-

ного засобу до бази 𝐵2 має бути не меншим, ніж час проходження підмаршруту БПЛА від бази 𝐵1 

до бази 𝐵2, тобто щоб транспортний засіб прибув до 𝐵2 раніше, ніж БПЛА, і чекав на нього. 

Таким чином, задача розбивається на три підзадачі: 

– Підзадача ІV.1 – визначення підмаршрутів БПЛА, що починаються з бази 𝐵1; 

– Підзадача ІV.2 – пошук такого маршруту БПЛА, щоб він дістався до 𝐵2 за час, не менший, ніж 

час ТЗ в дорозі; 

– Підзадача ІV.3 – визначення підмаршрутів БПЛА, що починаються з бази 𝐵2. 

Підзадача ІV.1 по суті співпадає із Задачею І за винятком того, що в даному випадку обстежу-

ється тільки деяка підмножина цілей 𝐾 з множини 𝐽 (𝐾 ⊆ 𝐽). Для цілей з множини 𝐽\𝐾  розв’язується 

Задача ІІІ (4)–(6) (Підзадачі ІV.2 та ІV.3 співпадають відповідно з Підзадачами ІІІ.1 та ІІІ.2). 

Вхідні дані: Задачі ІV співпадають із вхідними даними Задачі ІІ.  

Вихідні дані: співпадають з вихідними даними Задачі І. 

Математична модель Задачі IV. 

Дано: множина цілей БПЛА 𝐽 = {1, … , 𝑛}; місця розміщення баз 𝐵1 та 𝐵2 {0, 𝑛 + 1}; матриця 

{𝑐𝑘𝑙} (𝑘, 𝑙 ∈ {0, 1, 2, … , 𝑛, 𝑛 + 1}) часів переміщення БПЛА між пунктами. 

Необхідно розбити множину 𝐽 на 𝑅 = 𝑊 + 𝑌 + 1 упорядкованих підмножин (𝑊 та 𝑌 є  шуканими 

величинами), що відповідають підмаршрутам обльоту цілей, 𝐽1 = (𝑗1
1, 𝑗2

1 … 𝑗𝑛1
1 ), … , 𝐽𝑅 = 

= (𝑗1
𝑊, 𝑗2

𝑊 … 𝑗𝑛𝑊
𝑊 ), 𝐽𝑊+1 = (𝑗1

𝑊+1, 𝑗2
𝑊+1 … 𝑗𝑛𝑊+1

𝑊+1 ), … , 𝐽𝑊+𝑌 = (𝑗1
𝑊+𝑌, 𝑗2

𝑊+𝑌 … 𝑗𝑛𝑊+𝑌
𝑊+𝑌 ), 𝐽𝑅 = (𝑗1

𝑅 , 𝑗2
𝑅 … 𝑗𝑛𝑅

𝑅 ),  

таких що ⋃𝑟=1
𝑅 𝐽𝑟 = 𝐽 та 𝐽𝑖 ∩ 𝐽𝑗 = ∅, для 𝑖 ≠ 𝑗, де 𝑊 – кількість підмаршрутів, що починаються і за-

кінчуються на базі 𝐵1, 𝑌 – кількість підмаршрутів, що починаються і закінчуються на базі 𝐵2, мно-

жина 𝐽𝑅 відповідає підмаршруту, що починається в 𝐵1 та закінчується в 𝐵2 (у виразі 𝑅 = 𝑊 + 𝑌 + 1 

їй відповідає доданок +1). 

Обмеження: 

𝐶𝑟 = 𝑐0𝑗1
𝑟 + ∑ 𝑐𝑗𝑞

𝑟𝑗𝑞+1
𝑟

𝑛𝑟−1

𝑞=1

+ 𝑐𝑗𝑛𝑟
𝑟 0 ≤ 𝑡, 𝑟 = 1, . . , 𝑊; 

𝐶𝑟 = 𝑐0𝑗1
𝑟 + ∑ 𝑐𝑗𝑞

𝑟𝑗𝑞+1
𝑟

𝑛1−1

𝑞=1

+ 𝑐𝑗𝑛𝑟
𝑟 (𝑛+1) ≥ 𝛥, 𝑟 = 𝑊 + 1; 

𝐶𝑟 = 𝑐(𝑛+1)𝑗1
𝑟 + ∑ 𝑐𝑗𝑞

𝑟𝑗𝑞+1
𝑟

𝑛𝑟−1

𝑞=1

+ 𝑐𝑗𝑛𝑟
𝑟 (𝑛+1) ≤ 𝑡,     𝑟 = 𝑅 − 𝑌, . . , 𝑅 . 

 

Задача полягає у мінімізації цільової функції: 𝑧 = ∑ 𝐶𝑟
𝑅
𝑟=1 + (𝑅 − 1)𝜏 → 𝑚𝑖𝑛. 
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Задача V (задача з синхронізацією БПЛА та ТЗ з множиною баз) 

Відмінність постановки цієї задачі від попередньої полягає у тому, що використовується мно-

жина із 𝑃 баз і транспортний засіб пересувається від бази до бази. При цьому БПЛА паралельно 

обстежує цілі з урахуванням переміщення транспортного засобу. Задача розбивається на 𝑃 підзадач: 

Підзадача V.1 – визначення підмаршрутів БПЛА, що починаються та закінчуються на базі 𝐵1; Підза-

дача V.2 (пошук такого маршруту БПЛА, щоб він дістався з 𝐵1 до 𝐵2 за час, не менший, ніж час ТЗ 

в дорозі, та визначення підмаршрутів БПЛА, що починаються та закінчуються на базі 𝐵2); Підзадача 

V.P (пошук такого маршруту БПЛА, щоб він дістався з 𝐵𝑃−1 до 𝐵𝑃 за час, не менший, ніж час ТЗ в 

дорозі та визначення підмаршрутів БПЛА, що починаються та закінчуються на базі 𝐵𝑃). 
Цю задачу можна подати як композицію Задачі I (Підзадача V.1) та (𝑃 − 1) Задач III (Підзадача 

V.2,…, Підзадача V.P). 

На рисунку для деякої Задачі V з кількістю баз 𝑃 = 4 та кількістю цілей для обстеження 𝑛 = 16 

зображений один із можливих варіантів послідовності обльоту цілей, що складається з шести під-

маршрутів: 

𝐵1-8-7-6-𝐵1-5-𝐵2-4-3-2-1-𝐵2-𝐵3-9-10-11-𝐵3-12-𝐵4-13-14-15-16-𝐵4. 

 

РИСУНОК. Приклад послідовності обльоту цілей для задачі з  𝑃 = 4 та 𝑛 = 16 

Висновки. Розвиток БПЛА – це сфера наукових та прикладних розроблень, яка динамічно роз-

вивається з широким спектром потенційних застосувань. Їхня актуальність зростає у міру того, як 

зростають їхні можливості та доступність.  

Одна із тем статті – це систематизація наукових підходів та алгоритмів, що використовуються 

для оптимізації маршрутів БПЛА. Подано аналіз та класифікацію низки виділених задач маршрути-

зації БПЛА, підкреслюючи значення цих задач у різних сферах, таких як логістика, оборона, сільське 

господарство та інші.   

Запропоновано класифікацію задач маршрутизації БПЛА за різними критеріями, серед яких кі-

лькість безпілотників, кількість місць базування, обмеження на перезаряджання БПЛА, наявність 

додаткових умов, критерії оцінювання та сталість умов. Ця класифікація допомагає краще розуміти 

структуру проблем маршрутизації та обирати відповідні методи їх розв’язування. 

Підкреслено важливість інтеграції БПЛА з наземними транспортними засобами для підвищення 

ефективності виконання завдань, таких як доставка "останньої милі" з метою оптимізації логістич-

них операцій та зменшення загальних витрат.  
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Основним результатом проведених досліджень є те, що запропоновано змістовні постановки ни-

зки взаємопов’язаних постановок практичних задач маршрутизації БПЛА та здійснено їх формалі-

зацію у вигляді спеціальних математичних моделей. Це дозволить розроблювати ефективні алгори-

тми розв'язування відповідних задач комбінаторної оптимізації. 
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Вступ. Безпілотні літальні апарати (БПЛА, Unmanned Aerial Vehicles – UAV) привертають значний 
інтерес у різних сферах, таких як логістика, оборона, пошук і рятування, сільське господарство, вироб-
ництво та екологічний моніторинг. Ефективне використання цих гнучких ресурсів вимагає розробки  
моделей та методів, які забезпечують складання безпечних та ефективних маршрутів польотів БПЛА. 

Мета роботи – дослідження сучасного стану задач маршрутизації БПЛА, зокрема аналіз наявних 
досліджень у цій сфері та систематизація наукових підходів та алгоритмів, а також формалізація деяких 
практично важливих задач.   

Результати. Запропоновано класифікацію задач маршрутизації БПЛА за різними критеріями, серед 
яких кількість безпілотників, кількість місць базування, обмеження на перезаряджання БПЛА, наявність 
додаткових умов, критерії оцінювання та сталість умов. Подано аналіз та класифікацію задач маршрути-
зації БПЛА, підкреслюючи значення цих задач у різних сферах, таких як логістика, оборона, сільське 
господарство та інші. Запропоновано змістовні постановки низки взаємопов’язаних постановок практи-
чних задач маршрутизації БПЛА та здійснено їх формалізацію у вигляді спеціальних математичних  
мо-делей.  

Висновки. Розвиток безпілотних літальних апаратів (БПЛА) – динамічна та актуальна сфера з ши-
роким спектром застосувань. У роботі систематизовано наукові підходи та алгоритми для оптимізації 
маршрутів БПЛА, проведено аналіз і класифікацію задач маршрутизації за різними критеріями. Запропо-
нована класифікація дозволяє краще розуміти структуру проблем та обирати відповідні методи для їх 
вирішення. Основний результат – формалізація низки практичних задач маршрутизації БПЛА у вигляді 
математичних моделей, що дозволяє розробляти ефективні алгоритми для вирішення цих задач, підви-
щуючи ефективність використання БПЛА в різних сферах, таких як логістика, оборона та сільське гос-
подарство. 

Ключові слова: безпілотний літальний апарат, дрон, оптимізація маршрутів, польотний ресурс,  
обстеження об’єктів. 
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Introduction. Unmanned aerial vehicles (UAVs) are attracting considerable interest in a variety of areas, 
such as logistics, defence, search and rescue, agriculture, manufacturing and environmental monitoring. The ef-
fective use of these flexible resources requires the development of models and methods that ensure the creation 
of safe and efficient flight routes for UAVs. 
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The purpose of the paper is to study the current state of UAV routing problems, including an analysis of 

existing research in this field and systematization of scientific approaches and algorithms as well as the formali-

zation of some practically important problems. 

Results. A classification of UAV routing problems has been proposed based on various criteria, including 

the number of UAVs, the number of base locations, UAV recharging constraints, additional conditions, evalua-

tion criteria, and the constancy of conditions. An analysis and classification of UAV routing problems are pre-

sented, highlighting the significance of these problems in various fields such as logistics, defense, agriculture, 

and others. Meaningful formulations of several interrelated practical UAV routing problems have been proposed, 

and their formalization has been carried out in the form of specific mathematical models. 

Conclusions. The development of unmanned aerial vehicles (UAVs) is a dynamic and relevant area with a 

wide range of applications. The paper systemises scientific approaches and algorithms for optimising UAV 

routes, analyses and classifies routing problems according to various criteria. The proposed classification allows 

for a better understanding of the structure of the problems and the selection of appropriate methods for solving 

them. The main result is the formalisation of a number of practical UAV routing problems in the form of math-

ematical models, which allows developing effective algorithms for solving these problems, increasing the effi-

ciency of UAVs in various fields, such as logistics, defence and agriculture. 

Keywords: route optimization, unmanned aerial vehicle, drone, mathematical model, flight resource, com-

binatorial optimization, monitoring, logistics. 


