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Дослідження присвячено чисельному інтегру-

ванню функцій декількох змінних. Наведено 

кубатурну формулу наближеного обчислення 

потрійних інтегралів від тригонометричних 

функцій. Кубатурна формула у своїй побудові 

як дані про функцію використовує сліди на 

взаємно перпендикулярних лініях. На класі 

Гельдера та Ліпшиця отримано оцінку похи-

бки наближення. 

Ключові слова: чисельне інтегрування функ-

цій декількох змінних, швидкоосцилюючі фун-

кції багатьох змінних, кубатурні формули, ци-

фрова обробка зображень. 
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Є.Л. ХУРДЕЙ, В.В. ІВАНОВ 

КУБАТУРНІ ФОРМУЛИ ДЛЯ ОСЦИЛЯЦІЙНИХ 

ІНТЕГРАЛІВ ІЗ ЗАДАНИМИ СЛІДАМИ  

ФУНКЦІЇ НА ЛІНІЯХ 

Вступ. У сучасній прикладній математиці зростає пот-

реба в ефективних чисельних методах для обчислення 

інтегралів від швидкоосцилюючих функцій багатьох 

змінних, зокрема у задачах цифрової обробки сигналів, 

комп’ютерної томографії, квантової механіки та елект-

родинаміки [1]. Класичні методи інтегрування часто 

виявляються недостатньо точними або надто ресурсоє-

мними при застосуванні до функцій із високочастот-

ними коливаннями [2]. Цей виклик стимулює розвиток 

нових підходів, серед яких особливе місце займає тео-

рія інформаційних операторів (операторів О.М. Лит-

вина) та пов’язаних із ними оптимальних алгоритмів 

чисельного інтегрування [3]. 

Значний внесок у цю галузь зроблено у працях  

І.В. Сергієнка, В.К. Задіраки, О.М. Литвина, О.П. Нечуй-

вітер, де було закладено теоретичні засади побудови 

оптимальних алгоритмів на основі обмеженої інформа-

ції про функцію [4– 6]. Такі методи забезпечують ефе-

ктивне чисельне інтегрування навіть у випадках, коли 

функція задана лише на множині своїх слідів – на пло-

щинах, лініях, у точках [7–11]. У подальших роботах 

було запропоновано чисельні схеми інтегрування для 

дво- та тривимірних випадків, що демонструють опти-

мальні за порядком точності алгоритми, які забезпечу-

ють високу точність обчислення [11–14]. 

Окрему увагу привертають підходи, що поєднують 

інтерфлетацію та інтерлінацію з побудовою кубатур-

них формул, які адаптуються до класів функцій Гель-

дера та Ліпшиця. У цьому контексті, запропонована в 

даній статті кубатурна формула для наближеного об-

числення потрійних інтегралів від швидкоосцилюючих 

функцій загального вигляду становить актуальний на-

уковий інтерес. Метод використовує сліди функцій на 

лініях, отримано строгі теоретичні оцінки похибок на 

класах Гельдера та Ліпшиця. 

1. Постановка задачі. Для наближеного обчислення 

інтегралу 

1 1 1

0 0 0

( ) sin ( , , ) ,  2 ,sI g x y z dxdydz              (1) 
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побудувати кубатурну формулу, яка в своїй побудові використовує значення функції  , ,g x y z  на 

взаємно перпендикулярних лініях. При побудові методу обчислення використати інформаційні опе-

ратори О.М. Литвина. Отримати оцінку похибки наближення на класі Гельдера, Ліпшиця. 

2. Похибка чисельне інтегрування функцій трьох змінних із заданими слідами на взаємно 

перпендикулярних лініях на класах Гельдера та Ліпшиця. Розглянемо клас дійсних функцій 

трьох змінних, визначених на  
3

0,1G   і таких, що задовольняють умові Гельдера по кожній  

змінній:  

   1 2 1 2, , , , ,f x y z f x y z L x x


        1 2 1 2, , , , ,f x y z f x y z L y y


    

   1 2 1 2, , , ,f x y z f x y z L z z


   . 

В класі функцій виділимо підклас функцій 
2

3, , , ,
, 0 1

L L L
C


   , що задовольняє додатковій 

умові: 

         , , , , , , , , , ,1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z      

     , , , , , ,2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2f x y z f x y z f x y z L x x y y z z
  

       , 

       , , , , , , , ,1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 2f x y z f x y z f x y z f x y z L x x y y
 

      , 

       , , , , , , , ,1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 2f x y z f x y z f x y z f x y z L x x z z
 

      , 

       , , , , , , , ,1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 2f x y z f x y z f x y z f x y z L y y z z
 

      . 

Означення 1. Під слідом функції ( , , )f x y z  на лініях   , , : , , ,
2

k j kx y z x x y y x k


    


1

, , , 1, ,0 1
2

jy j k j z


         розуміємо  ( , , ), 0 1k jf x y z z  . Сліди функції на інших  

лініях визначаються аналогічно. 

Введемо наступні позначення: 

   , , , , ,1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2X x x Y y y Z z zj sk k k j j s s       
 
  , 

 , , , , ,1/2 1/21/2 1/21/2 1/2
X x x Y y y Z z zs s sj j jk k k

      
  

   
, 

1, ,1, ,0 0
( ) ( )21

0, , 0, ,

y Yx X jk
h x h yjk

x X y Yjk


 

 

 
 
 

 
1, ,0

( )3
0, ,

z Zs
h zs

z Zs










, 

1, ,1, ,
0 0

( ) ( )
21 0, , 0, ,

y Yx X jk
h x h y

jk x X y Y
jk


 

 

 
 
  

  
0 1, ,

( )3
0, ,

z Zs
h zs

z Zs










, 

1
, , , , , , 1,

2 2 2
x k y j z s k j sj sk

  
            ,  

1 3/21 1 1, , , , , , 1,1 1 1 1 3/22 2 2
x k y j z s k j ssjk

  
            . 
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Розглянемо оператори  

0
( , , ) ( , , ) ( )1 1

1
J f x y z f x y z h xk k

k
 


, 0

( , , ) ( , , ) ( )2 2
1

J f x y z f x y z h yj j
j

 


, ( , , ) ( , , ) ( )3 3
1

J f x y z f x y z h zs s
s

 


,  

3/2
0

( , , ) ( , , ) ( )1 1
1

J f x y z f x y z h x
k k

k
 


, 

3/2
0

( , , ) ( , , ) ( ),2 2
1

J f x y z f x y z h y
j j

j
 


, 

3/2
0

( , , ) ( , , ) ( )3 3
1

J f x y z f x y z h zs s
s

 


. 

Розглянемо  оператор кусково-сталої інтерфлетації  

     ( , , ) , , , , , ,1 2 3Ef x y z J f x y z J f x y z J f x y z     

       , , , , , , , ,1 2 2 3 1 3 1 2 3J J f x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z     

для якого виконуються властивості 

        , , , , , 1, , , , , , , 1, ,Ef x y z f x y z k Ef x y z f x y z jj jk k      

   , , , , , 1,Ef x y z f x y z ss s  . 

Розглянемо оператор кусково-сталої інтерлінації, побудований на основі інтерфлетації  

         , , , , , , , , , ,1 2 1 3 1 2 3 2 1Ef x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z J J f x y z      

         , , , , , , , , , ,2 3 2 1 3 3 1 3 2 3 1 2J J f x y z J J J f x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z       

       , , , , , , , ,1 2 1 3 2 3 1 2 3J J f x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z   . 

Для обчислення інтегралу  
1 1 1

0 0 0

( ) ( , , )I f f x y z dxdydz    ,            (2) 

пропонується формула: 

 
1 1 1

0 0 0

( , , )f Ef x y z dxdydz     .           (3) 

В роботі [15] для наближеного обчислення інтегралу (2) за формулою (3) отримано похибку на-

ближення на класі диференційовних функцій. Отримаємо оцінку на класі Гельдера та Ліпшиця, яку 

в подальшому буде використано при отриманні оцінки похибки наближення тригонометричного ін-

тегралу від функцій трьох змінних. 

Теорема 1. Для кубатурної формули  f  обчислення  I f  справедлива наступна оцінка на 

класі Гельдера: 

 
   

1 3 1
( )

3 3 2 33 2
1 2 1 2

L L
I f f   

  
   

. 

Доведення. Оцінимо похибку наближення 

 ( )I f f   

 
1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )f x y z Ef x y z dxdydz      
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 
1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z Ef x y z Ef x y z Ef x y z dxdydz        

1 1 1 1 1 1

1 2

0 0 0 0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z Ef x y z dxdydz Ef x y z Ef x y z dxdydz I I           . 

 
1 1 1

1

0 0 0

( , , ) ( , , )I f x y z Ef x y z dxdydz    

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

1 1 1

( , , ) ( , , )

k j s

k j s

x y z

k j s x y z

f x y z Ef x y z dxdydz

  

  

  

  

      

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

k j s

k j s

x y z

k j s

k j s x y z

L x x y y z z dxdydz

  

  

 

  

         

   
1

2

1

2

1 1

1 1 1 1 1

k
k

k
k

xx

k k

x
k s s

x

x x x x
L





 

  

 
  

    
    

 

   

       
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

j s
j s

j s
j s

y y zz

j j s s

y z
y z

y y y y z z z z
 

 

   
  

     
       

         
  

 

       

1 1 1
3

3 33

1

1 2 1 2 1 2 1 2

L
L

  

   

  
 

       
, 

1 1 1

2

0 0 0

( , , ) ( , , )I Ef x y z Ef x y z dxdydz          
1 1 1

1 2 3

0 0 0

, , , , , ,J f x y z J f x y z J f x y z      

       1 2 2 3 1 3 1 2 3, , , , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z      

       1 2 1 3 1 2 3 2 1, , , , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J J f x y z J J f x y z      

         2 3 2 1 3 3 1 3 2 3 1 2, , , , , , , , , ,J J f x y z J J J f x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z       

       1 2 1 3 2 3 1 2 3, , , , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z dxdydz      

     
1 1 1

1 2 3

0 0 0

, , , , , ,J f x y z J f x y z J f x y z       

       1 2 1 3 1 2 3 2 1, , , , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J J f x y z J J f x y z      

     2 3 2 1 3 3 1, , , , , ,J J f x y z J J J f x y z J J f x y z     

   3 2 3 1 2, , , ,J J f x y z J J J f x y z dxdydz    
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       
1 1 1

1 1 2 1 3 1 2 3 2 2 1 2 3 2 1 3

0 0 0

, , , ,J J J J J J J J f x y z J J J J J J J J f x y z            

   3 3 1 3 2 3 1 2 , ,J J J J J J J J f x y z dxdydz      

   
1 1 1

1 1 2 1 3 1 2 3

0 0 0

, ,J J J J J J J J f x y z dxdydz        

   
1 1 1

2 2 1 2 3 2 1 3

0 0 0

, ,J J J J J J J J f x y z dxdydz        

   
1 1 1

3 3 1 3 2 3 1 2

0 0 0

, ,J J J J J J J J f x y z dxdydz        

   

1 1 1
3/2 3/2

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 2 1 3 1 2 3

1 1 1

, ,

k j s

k j s

x y z

k j s x y z

J J J J J J J J f x y z dxdydz

  

  

  

         

   

1 1 1
3/2 3/2

2 2 2

1 1 1

2 2 2

2 2 1 2 3 2 1 3

1 11

, ,

k j s

k j s

x y z

j sk x y z

J J J J J J J J f x y z dxdydz

  

  

 

         

   

1 1 1
3/2 3/2

2 2 2

1 1

2 2

3 3 1 3 2 3 1 2

1 11 1

2

, ,

k j s

k sj

x y z

s jk x z
y

J J J J J J J J f x y z dxdydz

  

 

 

         

       
1 1 1

3/2 3/2
2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

, , , , , , , ,

k j s

k j s

x y z

k k k s k sj j
k j s x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z dxdydz

  

  

  

         

       

1 1 1
3/2 3/2

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 11

, , , , , , , ,

k j s

k j s

x y z

j j j s j sk k
j sk x y z

f x y z f x y z f x y z f x y z dxdydz

  

  

 

         

       

1 1 1
3/2 3/2

2 2 2

1 1

2 2

1 11 1

2

, , , , , , , ,

k j s

k sj

x y z

s s s sk k k k
s jk x z

y

f x y z f x x z f x y z f x x z dxdydz

  

 

 

         
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1 1 1
3/2 3/2

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

k j s

k j s

x y z

sj
k j s x y z

L y y z z dxdydz

  

  

 

  

        

1 1 1
3/2 3/2

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 11

k j s

k j s

x y z

sk
j sk x y z

L x x z z dxdydz

  

  

 

 

        

1 1 1
3/2 3/2

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 11

k j s

k j s

x y z

jk
s jk x y z

L x x y y dxdydz

  

  



 

        

       

1 1
3/2 3/2 21 1

12 2 32 2

3 3 1
3

1 2 1 2 1 2 1 2

L L
L

 


   

 
    

       
. 

Отже,  
   

3 3 2 33 2

1 3 1
( )

1 2 1 2

L L
I f f

  
  

   
.  

Теорема 1 доведена. 

Теорема 2. Для кубатурної формули  f  обчислення  I f  справедлива наступна оцінка на 

класі Ліпшиця:  
3 3

1 3 1
( )

64 16

L L
I f f   .  

Доведення. Якщо в умові теореми 1 покласти 1  , то отримаємо нерівність 

 
3 3

1 3 1
( )

64 16

L L
I f f   . Теорема 2 доведена. 

3. Кубатурна формула наближеного обчислення потрійного інтегралу від тригонометрич-

них функцій із заданими значеннями фінкції на лініях. Для обчислення інтегралу (1), де функція 

( , , )g x y z  задовольняє умові Гельдера по кожній змінній, пропонується формула: 

 
1 1 1

0 0 0

( ) sin ( , , )s Eg x y z dxdydz      . 

Теорема 3. Для кубатурної формули  s   обчислення  Is   справедлива наступна оцінка на 

класі Гельдера: 

 

2
1

3 2 1 23 1 3
( ) ( ) min 2, 3

2 ( 1)1 2
s s

L
I Ф L



 

 
      
    

. 

Доведення. При доведенні теореми 3 використаємо оцінки з теореми 1, а саме: 

 

1 1 1

3 33
0 0 0

1
( , , ) ( , , )

1 2

L
g x y z Eg x y z dxdydz


 

 
   , 
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1 1 1 2
1

2
0 0 0

( , , ) ( , , ) 3
4 ( 1)

Eg x y z Eg x y z dxdydz L





  

 
   . 

Маємо наступне: 

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

( ) ( ) sin ( , , ) sin ( , , )s sI Ф g x y z dxdydz Eg x y z dxdydz              

1 1 1

0 0 0

sin ( , , ) sin ( , , )g x y z Eg x y z dxdydz        

1 1 1

0 0 0

( ( , , ) ( , , )) ( ( , , ) ( , , ))
2cos sin

2 2

g x y z Eg x y z g x y z Eg x y z
dxdydz

   
     

1 1 1

0 0 0

( ( , , ) ( , , ))
2 sin

2

g x y z Eg x y z
dxdydz

 
     

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )
2 min 1,

2

g x y z Eg x y z
dxdydz

  
  
 
 

    

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

( , , ) ( , , )
2min ,

2

g x y z Eg x y z
dxdydz dxdydz

  
  
 
 
       

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

2min , ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
2

dxdydz g x y z Eg x y z Eg x y z Eg x y z dxdydz
 

     
 
 
       

 

2
1

3 2 23 3
2min 1, 3

2 2 ( 1)1 2

L
L



 

  
     

      

 

 

2
1

3 2 1 23 1 3
min 2, 3

2 ( 1)1 2

L
L



 

 
   
    

. 

Теорема 3 доведена. 

Теорема 4. Для кубатурної формули  s   обчислення  sI   справедлива наступна оцінка на 

класі Ліпшиця:  

 

2
1

3 23
( ) ( ) min 2, 3

8( 1)16 1
s s

L
I Ф L

 
      
    

. 
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Доведення. Якщо в умові теореми 3 покласти 1  , то отримаємо нерівність 

 

2
1

3 23
( ) ( ) min 2, 3

8( 1)16 1
s s

L
I Ф L

 
      
    

. Теорема 4 доведена. 

Висновки. В роботі представлено кубатурну формулу наближеного обчислення потрійного ін-

тегралу від тригонометричної функції. Особливістю запропонованої формули є використання в яко-

сті даних значень функцій на системах взаємно перпендикулярних ліній. Отримано похибку чисель-

ного інтегрування на класі Гельдера, Ліпшиця. Подальшими кроками в дослідженні є побудова на-

ближеного обчислення потрійних інтегралів від швидкоосцилюючих функцій загального виду, а та-

кож проведення чисельного експерименту, який би дозволив підтвердити теоретичні твердження та 

виявити потенційну спроможність запропонованих формул. 

Авторські внески: Хурдей Є. Л. – побудовано кубатурну формулу для інтегрування тригоно-

метричних функцій трьох змінних загального виду із використанням значень функції на взаємно 

перпендикулярних  лініях; отримано оцінки похибки наближення на класах Гельдера та Ліпшиця. 

Іванов В.В. – запропоновано алгоритм наближеного обчислення інтегралів від функцій трьох змін-

них, отримано оцінки похибки наближення на класах Гельдера та Ліпшиця у випадку, коли інфор-

мація задана слідами функції на взаємно перпендикулярних лініях. 
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Introduction. Numerical integration of rapidly oscillating multivariable functions plays an important role 

in applied mathematics, particularly in image processing, computed tomography, and mathematical modeling. 

Traditional integration methods often prove inefficient in cases involving complex function structures and limited 

input data. Under such conditions, methods that utilize function traces on lines become especially relevant. 

The purpose is to construct a cubature formula for the approximate evaluation of triple integrals of trigo-

nometric functions defined on Hölder and Lipschitz classes using function traces on lines. To obtain correspond-

ing approximation error estimates. 

Results. An approach for constructing cubature formulas for approximate evaluation of triple integrals of 

trigonometric functions is developed, based on the use of function traces on lines and the information operators 

of O.M. Lytvyn. Error estimates of the numerical integration formula are proved for Hölder and Lipschitz func-

tion classes. 

Conclusions. The proposed method enables approximate computation of triple trigonometric integrals 

based on given function values along lines. The results can be applied in numerical analysis and mathematical 

modeling problems requiring integration of rapidly oscillating functions of general form. 

Keywords: numerical integration of multivariable functions, rapidly oscillating multivariable functions, 

cubature formulas, digital image processing. 
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